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Vorwort. 



. IRTenn es einigermassen verdienstlich ist, weniger zur Erweite- 
rung als vielmehr zur grösseren Verbreitung einer Wisseniscbaft das 
Seinige beizutragen j^ so hoffe ich mit der Herausgabe vorliegender 
Schritt keine überflussige Arbeit unternommen zu haben. Sie soll 
nicht mehr noch weniger als ein Compendium für akademische Vor- 
lesungen und zugleich ein Lehrbudi zum Sdbstunterrichte sein, was 
vielleicht den Freunden der Wissenschaft um so willkommener ist, als 
noch kein Werk existirt, welches die zahlreichen in verschiedenen 
Zeitsdiriflen und einzelnen Werken zerstreuten Erweiterungen ent- 
hielte, womit die Theorie der Differenzen und Summen in neuerer 
Zeit beschenkt worden ist. Gleichwohl wird man nicht zu erwarten 
haben, dass ich jede zu meinem Thema gehörige Betrachtung, die ir- 
gend wo einmal vorkommt, in extenso mittheile, denn einerseits sind 
mehrere allere Arbeiten durch neuere umfassendere Spekulationen 
überflüssig geworden, andererseits bestimmten mich praktische. Rück- 
sichten, manche sehr weitläufige Untersuchung wegzulassen, die ent- 
weder nur einen geringen Grad von Allgemeinheit besass, oder zu 
so unförmlichen Resultaten führte, dass man ihre praktische Brauch- 
barkeit in Zweifel ziehen musste. — Den literarischen Angaben habe 






ich die möglichste Vollständigkeit zu verschaffen gesucht, ihre etwaigen 
Mängel aber bitte ich mit den beschränkten Verhältnissen eines unbe-- 
soldeten Professors und mit der im mathematischen Fache ganz ausser- 
ordentlichen Aermlichkeit unserer Universitätsbibliothek entschuldigen 
zu wollen. — 

Besondern Dank endlich schulde ich Herrn Dr. Wkegand für 
die gelallige Uebernahme der Correktur und dem Herrn Verleger für 
die elegante Ausstattung des Buches. 



Jena im August 1848. 



SchiÖmiich. 









Inhalt. 



CSrster Thell. BifferenKenrechnuiiK. 

Seite. 

§. 1. Die Funktionen and ihre Differenzen „ 3. 

$. 2. Die Differenzen der einfachsten Funktionen ,, 6. 

$. 3. Die/Differenzen zusammengesetzter Funktionen n 11« 

f. 4. Differenzen höherer Ordnungen : «13. 

$. 5. Umkehrung des im vorigen Paragraphen behandelten Problemes * . „ 20. 

§. 6. Digrcssion über das Theorem von Tajior )« 26. 

§. 7. Die Interpolationsformel i, 31. 

$. 8. Differenzen der Funktionen mehrerer Variabelen i? 36. 

$. 9. Zusammenhang zwischen den Differenzen und höheren Differential- 
quotienten einer Funktion ?> 40. 

§. 10. Zwei Rekursionsformeln für die Bernoulli'scben Zahlen ?) 44. 

$.11. Summirußg einer Reihe von Differenzen „ 47. 

$.12. Restbetrachtung „ 52. 

§. 13. Entwickelung von Ä : (c* — 1) «63. 

§.14. Erttwickelung von r(x) • „ 69. 

$.15. Nährungsformeln für Factoriellen «78. 

Xweiter Theil« iSummeiirecliiiiing« 

§. 1. Begriff* und Bczeicbnungsweise der Summenrechnung «85. 

§. 2. Summen der einfachsten Funktionen «88. 

$. 3. Allgemeine Regeln für die Integralion zusammengesetztor Funktionen . „ 90. 

§. 4. Endliche Integralion der rationalen ganzen algebraischen Funktionen. „ 93. 

$. 5. Endliche Integration gebrochener rationaler algebraischer Funktionen. „ 100. 

§. 6. Summirung von x^a^^x^cosx und x^sinx „ 105. 

§. 7. Integration von eos^x , sin^x und fthnlichen Funktionen „ 108. 



Seite. 

(. 8. Die Tielfacben endlichen Integrale }> 115. 

f. 9. Integration durch Potenzenreihen >» 118* 

f. 10. Integration darcb goniometrische Reihen „ 125. 

f. 11. Integration durch halbconvcrgente Reihen. ......,-• i» 131- 

f. 12. Beispiele zu den Theoremen des vorigen Paragraphen „ 136. 

(. 13. Digression über die näherungsweise Berechnung bestimmter Integrale . „ 145. 

f. 14. Einfache Snmmirung durch Quadraturen «f 151. 

$. 15. Beispiele und Erweiterung des vorigen Theoremes if 158. 

$.16. Reduction vielfacher Summen auf einfache bestimmte Integrale . . ,« 165. 

Dritter Theil. DiffereBzeiiKleiehviiKeii. 

§. 1. Allgemeine Begriffe ♦> 177. 

$. 2. Integration der DiflTerenzengleichungen ersten Grades nnd erster Ord- 



nung 



»» 



180. 



§. 3. Differenzengleichungen ersten Grades und beliebiger Ordnung . . . „ 187. 

§. 4. Fortsetzung f, 101. 

$. 5' Fortsetzung » 107. 

§. 6. Integration durch b stimmte Integrale - . n 200. 

§. 7. Beispiele zur vorigen Methode i> 207. 

§. 8. Integration mit Hülfe unendlicher Reihen ,> 215. 

§. 9. Diflerenzengleiehungen mit zwei unabhängigen Variablen „ 221. 

i. 10. Fortsetzung „ 228. 

$•11. Differenzengleichifngen mit mehreren unabhängigen Variablen . . . ,, 235. 

Iiiterarlii0tori«che0 ^ ^39. 
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Dlfferenasenreclmiing. 



f 1. 

Ble FnnKtlonen und tbre BtlfereiiBen. 

llie allgemeinste Abstraktion, zu welcher sich die Mathematik im 
Verlaufe ihrer stufenweisen Ausbildui^ erhoben hat und zugleich die 
höchste, zu der sie sich überhaupt erheben kann, ist der Begriff des 
unbestimmt allgemeinen Zusammenhanges zwischen zwei oder mehreren 
yeränderlicben Grössen. Man gelangt zu demselben « wenn man es ver- 
sucht die Granzen der Elementarmathematik dadurch zu erweitem, dass 
man alle die Beschränkungen, welche den Grössen, womit sie sich 
beschäftigt, auferlegt sind, so weit als diess überhaupt thunlich ist, 
wegschailL Betrachten wir nun den Gegenstand der mederen Arith- 
metik naher, so inden wir eine Reibe von Regeln, welche uns die 
Anwendung gewisser Recbnungsoperationen lehren, Yoraosgesetzt, dass 
.die Grössen, auf weldie die Operationen angewendet werden sollen, 
bestimmte aus dncs* angegebenen Menge von Einheiten zusammengesetzte 
Zahlen sind« Wollen wir die Be^i^hränkung, weiche in der bezeich- 
neten Voraussetzung liegt, aufheben, wollen wir die Grössen gewisser- 
massen aus dieser Starrheit erlösen und in Fluss bringen, so müssen 
wir zum Begriffe der wilikührlich ^veränderlichen Grösse aufsteigen. 
Damit allein, oder auch nüt der Verallgemeinerong, dass man sich 
mehrere solcher veränderlichen Grössen dächte, würde aber nicht viel 
und am allerwenigsten eine Rechnung anzufangen sein, denn bei der 
Beweglichkeit jeder dieser für sich variablen Grössen würde sich die 
ganze Abstraktion ins Unbestimmte hinein verlieren. Diess nöthigt uns 
zu einem neuen Schritte, wir sind nämlich gezwungen eine Verbindung 
dieser Veränderlichen hinzuzudenken ^ einen Zusammenhang ähnlich dem 
zwischen Ursache und Wirkung^ Dieser Zusammenhang zwis<&eB imex 



oder mehreren Variabein bildet, ganz unbestimmt und allgemein ge- 
dacht, den Begriff der Funktion, den wichtigsten der höheren Mathe- 
matik. Sind z. B. zwei veränderlidie Grössen x und y durch die Glei- 
chung y = 2x + S mit einander verbunden, so erkennt man leicht 
einen wesentlichen Unterschied zwisdien den Aenderungsweisen dieser 
Variab'eln. Sobald nämlich x schlechthin willkührlich angenommen 
werden darf, findet sich y durch die aufgestellte Gleichung von selbst 
und jeder individuelle Werth des x zieht einen ihm entsprechenden 
nach einem gewissen Gesetze gebildeten Werth von y nach sich« So 

erhält man für o; = 0,1,2,3,.... der Reihe nach y = 3,5,7,9 

Wir unterscheiden daher unabhängige und abhängige veränderlidie 
Grössen und in sofern diese mit jenen durch eine gewisse Gleichung 
verbunden sind, nennen wir eine Grösse der letzteren Art eine Funk- 
tion von einer Grösse der ersten Art. So ist in jeder der Gleidiun- 
gen y = (x — 1)^ y = io(/aj, y = sinx jedesmal y eine Funktion 
von X, aber auch jedesmal das Gesetz, nach welchem sich y aus x 
bildet, d. h. die Ntäur der Funktion verschieden. Die Bezeichnungs- 
weise dafür besteht darin, dass man für die variabeln Grössen die 
letzten Buchstaben des Alphabetes und für die Funktion einen der 
Buchstaben F,f,q>,tp,x etc. braudit, auf welchen man die unabhän- 
gige Veränderliche in Klammem eingeschlossen folgen lässt. Eine 
Gleichung wie y =■ /(a?) bedeutet demnach: mit Hülfe gewisser nicht 
näher bestimmter Rechnungsoperationen lässt sich zu jedem indivi- 
duellen j? ein zugeordnetes y finden. — Man kann auch x und y 
ihre Rollen vertauschen lassen ; sieht man z. B. in der Gleichung 
y ^=s 2x+S jetzt y als unabhängige und x als abhängige Variabele 
an, so vnrd a; = -i- (y — 3); in ähnlicher Weise folgt aus jeder Glei- 
chung wie y =s q) (x) eine andere von der Form x = xp (y). — Es 
versteht sich nach dieser Bestimmung fa3t von selbst, was man sich 
unter einer Funktion zweier oder mehrerer unabhängiger Variabein 
zu denken habe, nämlich eine Grösse, welche von zwei wiUkührlichen 
Veränderlichen zugleich abhängt; ein Beispiel hierzu gäbe die Gleichung 
y = x^ + logz, worin y als Funktion von x und z erscheint. Das 
allgemeine Schema einer Funktion zweier Variabein vrird in Zei- 



chen durch y = fix,«) dargestellt, ebenso worden y = F(x,%,u), 
y =: (x,%,u,t) u, s. w. Funktionen ?on drei, vier Variabein u, s» w. 
ausdrücken. Auch hier kann man einen Rollentausch unter den vor- 
handenen Veränderlichen vornehmen; aus der Gleichung y =s f(Xj%) 
folgt z. B. X = q>(y,z) und z = tp{x,y) und ganz ähnlich verhält 
sich die Sache mit den übrigen Gleichungen der Art. 

Der Begriff der Funktion bringt uns nun von selbst auf eine 
Frage, Vielehe zu dem Thema unserer Untersuchungen, den Differen- 
zen variabler Grössen, hinleitet. Lassen wir nämlich in einer Gleichung 
wie y = fix) die unabhängige Veränderliche x um eine bestimmte 
uns bekannte Grösse A zunehmen, so wird sich im Allgemeinen auch 
die abhängige Variabele y ändern, aber da wir nicht wissen um vrie 
viel, so liegt die Frage nach dem Betrage dieser Aenderung am näch- 
sten. Sowie nun fix) den früheren Werth von y darstellte, so be- 
zeichnet, nachdem x + h an die Stelle von x getreten ist, fix + h) 
den neuen Werth von y, und da offenbar 

f(x + Ä) =. fix) + [fix + h)-fixy] 
ist, so giebt der Unterschied fix + K) — fix), die Grösse der Aende- 
rung von fix) oder y an. Diesen Unterschied nennt man die Diffe- 
renz der Funktion fix) und bezeichnet sie mit J fix), wobei man 
sich nur hüten muss das Zeichen ^ mit einem Faktor zu verwech- 
seln. Es ist daher identisch, da es sidi blos um die Definition eines 
Zeichens handelt: 

1) Jfix) = fix + h)-fix) 
oder man kann auch sagen: aus der Gleichung 

2) y= fix) 

folgt, wennn sidi x nm h ändert, die neue Gleichung 

3) ^y = fix + h)- fix). 

Setzt man in der ersten Gleichung ganz einfadi fix) = o;, so giebt 
dieselbe 

Jx = ix + k) — X == h 
und hierin spricht der Calcül gewissermassen die Forderung nach Con- 
sequenz in der Bezeichnungsweise aus. Die Gleichung sagt nämlich, 
da die Aenderung you. fix) mit Jfix) bezeichnet worden ist,, so 
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würde es consequent sein , die Aenderung yon x, nämlicli h, durch //x 
anzudeuten. In der That werden wir auch diesen Fingerzeig fiberall 
da benutzen» wo der Yortheii einer eleganten Form den der Kürze 
überwiegt und dann 

Jf(x) ==: f(X + Jx) — fix) 

an die Stelle der Gleichung 1) treten lassen. 

Ute BlfferenaBen der einfaelisten Funktionell« 

Um das im vorigen Paragrapheo Gesagte durch einige Beispiele 
zu erläutern, wollen wir die Differenzen einer Anzahl von speziellen 
Funktionen entwickeln , und zwar wählen wir für die letzteren die ein- 
fachsten Funktionen , auf welche die Arithmetik und Geometrie hin- 
führen. 

Gehen wir von der Potenz aus, so bietet schop die einfache 
Gleichung 

1) fr« = c 

Gelegenheit zur Bildung von mehreren verschiedenen Funktionen. Da 
nämlich in ihr drei verschiedene Grössen vorkommen, so kann man 
immer je zwei von ihnen als veränderlich und die dritte als unver- 
änderlich ansehen, und diess giebt drei verschiedene Hauptlalle, welche 
wir der Reihe nach betrachten wollen. 

I. Ist a unveränderlich und ändern sich i und c, so kann man 
entweder h = x und c = jf oder 6 = y und c = a? setzen, wobei 
X immer die unabhängige Variabele bezeichnen möge. Man hat dann 

af = y und j*' = x; 
entwickelt man aber y aus der zweiten Gleichung, so sind die beiden 
Funktionen 

y = af' und y SS x^ 
nicht wesentlich von einander verschieden, dam beide heissen Poten- 
zen imd stehen unter dem gem^nschafUidien Schema 

2) y = xf'. 

Daraus folgt sogleicb: jty se (x + h)^ — '«^, oder 



• \ 



3) jji = xf*{a+^f-i]. 

IL Is|; b unveränderlich.^ ^o kann entweder a = x und c skn y 
oder a =: ff und c = x sein. Der erste Fall giebt die sogenannt« 
Exponenzialgrösse b^ und für 

4) y = 6* 

findet man Jy == ft***"* — ** oder 

5) Jy = (t*— 1)K 

Der aweite Fall fuhrt, wenn man die entstehende Gl^chung (^ sii <p 
nach y auflöst, zum Logarithmus» nämlich 

6) y r= logx , (has.ft) 

und dann wird Jy aii logix + K)^^hg x^oAer 

nt. fit «in (Mnktätfteä d endlich erhält mita , Wetlü zuerst a = o; 
und i^ :±^ y gei^etzt wiWT 

8) y« = c oder y aas c* 

1 1 



und folglich , ^y =s c*+* — c* 

ferner für a = y und i =±: a; 

a?^ = c. 
Nimmt man beiderseits die Logarithmen in dem Systeme mit der Basis 
c, so giebt diess yhgx = 1 oder 

und hieraus imdet man ohne Schwierigkeit 

h 

10) ^y = — 



Eine weitere Queäe verschiedener Funktionen ist die Goniome- 
trie, weil wir auch hier zusammengehörigen Paaren veränderlicher 
Grössen begegnen, wie^ & B^ Bogett und Sinus, Bogen und Tangente 
ete. Um aber nidit beBaante «nd unbenttAnAe Zahkta diii'db einander 
zu babcQl, wollen wir ^e Böged dämmtücii in Theilen dels Halbmes- 
sers attegeih'ückt voratissetzeil , &ö dass es in diesem Sinne zu jeder 
abstrakten Zahl a einen Sinus , Cosinus u. s. w. giebt. Die Reduktion 
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em« soldien unbenannten Bogens auf Grade geschieht leicht durch 
dieBemeAung das, der Länge ^ der Bogen von 180« entspricht, dass 

TT : ä = 180« : ff« 
gefunden werden kann. - Eine Gleichung ^e 6 = «„« gieht nun 
zunächst Air a = 35, 6 = y: 

mithin Jy = «•„(« + A)_„.«^ oder-unter Anwendung der bekann- 
ten Formel iina—sinß = 2$in'^^ cos^^^. 

12) ^y.» 2 ««1 CO. (» + !). 

Setzen wir dagegen « = y, ft = a., so ist in der Gleichung x^siny 
nunmehr y denenige Bogen, dessen Sinus die Länge x hat. Da es 
aber sold.er Bögen unzählig viele giebt. so wollen wir aus denselben 
nur den kleinen hervorheben, d. h. dasjenige zwischen o und -i- « 
enthaltene y, für welches ,m y = o; ist. Bezeichnen wir diesen Bo- 
gen mit Aresin x, so wird 

-^ y ^== ÄTcsin X ' 

femer^y = Arcin(x + h)~Ärcsinx, woraus man durch Anwen- 
dung der Formel *) 



Qa.dr.nten hegen, nnd Hnu = „ . Hn. = ß ist, so folgt m« = /^T=;^ 
coiv = / i_^». di, geometrische Formel 

*"•(« — ») = sinucot« — tmteoiu 
verwandelt sich hierdurch in 

m(«-.) = a/'l^^-ß/'iZr^rK 
ItLir '" '"""'"' Vor.„sseU-«e„ .„ch «-. ein spiUer Bogen ist, so 

Andererseits folgen dK,r wegen der dem u «n4 • «ngewiesenen Grtnzen .u. «,„ = „ 
u,d m, ^^ die Gleichungen . = ArcHna, v^Arcinß, do«h deren Sab«i.„Uo« 
die vo„ge Relafon zwischen u. v, « o„d ß i„ die oben ciürte Fonnel öhergeruhrt 






9 

imma— imtit/» = Ärcsih (av^l— /?*—/? /'l — a«) 
sogleich die Differenz erhält '' 

14) //y = Ärcsin[(x + h)^L —x '^—x^^\—{x + Kf\, 

In ganz derselben Weise entstehen aus der . Gleichung 6 = co%a zwei 
Terschiedene Funktionen. Die erste ist 

15) y =r co«a? 

mit // y =. CO« (» + *) — to% x oder unter Anwendung der Formel 

COS« — eo$ß^= — 2«in— 5-^.«m-~-^ 

16) //y =2 — 2«in-5-.«t»(aj + -g-). 

Die zweite hieher gehörende Funktion ist 

17) y = iirccojo;, 

wobei wieder Arccos x den kleinsten derjenigen Bögen bezeichnet, 
welche x zum Cosinus haben, oder y als Bogen des ersten Quadran- 
ten vorausgesetzt wird. Bemerkt man, dass dieser Definition zufolge 

Arccos X ==• Y — Aresin x 

bt, so hat man Jy = — {Arcsin{x + K) — Artiinx] d.i. nach dem 
früheren 

18) Jy = — Aresin [{x + h)^^\—x'^—x^^l — {x + ä)»]. 
Aus der Gleichung ( == tan a entspringen ebenfalls zwei Funktionen, 
je nachdem man a = o; und h -s^ y oder a = y und h = x nimmt. 
Die erste dieser Funktionen ist 

19) ^ , y = tanx 

und wenn man hier die Differenz //y = tan{x'\'h) — tanx mit Hülfe 
der goniometrischen Formel 

tana — tanß = — ^^ — ~^- 

^ cosa , cos ß 

umwandelt, so wird 

sink 



20) Jy = 



cosx . cos (iC + Ä)* 

Im zweiten Falle x = tany folgt dagegen, wenn y als spitzer Bogen 
vorausgesetzt wird, 

21) y =r Ardanxj 
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und durdi Anwendung der bekannten Formel *) 

Arctan a — Arctanß = Ärctm , , v, 
auf die Differenz Arctan (x + h) — Arctan x wird Jetzt 

22) Jy =. Arctan r^:^^^. 

Gehen wir endlich von der Gleiehuag i = co^ a aus , so ist einer- 
seits für a s=s IT, * s= y 

23) ' y = €e$x 

und wenn wir für die Differenz ^y = cot{ar + h) — cotx die goniome- 
trische Formel 

tota — catßisß — ■■ ■ ' .i 

benutzen, so ergiebt sich 

24) ^y=- *^* 



Andererseits giebt die Gleichung b =^ cot a für a= y , b =z x, wenn 
y als spitzer Bogen vorausgesetzt Wiri 

25) y = Arceotx. 

Berücksichtigt man hier, dass den Deflnitronen ton Arctan ctf und 
Arceotx zufolge die Gleichung 



n 



Arceotx = Y — Arctan X 



statt findet, so hat man ^y = — [Arctan (x + 10 — Arctan x] oder 



*) Für tanu = tt, tanv = ß verwandelt sich die goniometrische Formel 
in 



tan 






Sind tt und v beide spitze Bögen und u^v, so ist auch u — v ein Bogen des ersten 
Quadranten und mithin 

tt — « = krcian ^ 



l+aß, 

Andererseüft folgen aber vaMs den gamachtls VonniBaetzuttgeD ans dtn Gleiehungen 
imM. ^=- a, tanv =z ß die neuen Gleichungen u = Arctan a, » 2::& Arctanß, durcli 
deren Substitution die vorige Beziehung zwischen u, v, a and ß in die oben benutzte 
Formel übergeht. 
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26) Jy^-Arctanj:^^^^ 

Die kleine Formelnsammlung, welche durch diese Betrachtungen zu 
Stande gekommen ist, wird mau nun leicht zur Bildung von Beispie- 
len für die späteren allgemeinen Theoreme der Differenzen und Sum- 
menrechnung benutzen können. 

$. 8. 
Die BUrerensBen voBBrnuaen^eneimtev Funktionen« 

Sind die Funktionen nicht so einfach, dass man wie im Torigen 
Paragraphen ihre Differenzen unmittelbar entwickeln kann, sondern 
idehnehr aus einzelnen Funktionen zusammengesetzt, die man lür sich 
wohl diff^renziren könnte, so entsteht die Frage, nach welchen Ge- 
setzen sidi die Differenz der GesammtTuidction aus den Differenzen der 
einzelnen Bestandtheile zusammensetzt. Wir wollen diese Frage unter 
der Voraussetzung beantworten, dass die compliziüere Funktion mit 
Hülfe der vier Grundrechnungsarten aus anderen Funktionen gebil- 
det ist. 

L Sei zunächst f{m) eine Summe oder Differenz mehrer anderer 
Funktionen, also etwa 

fix) == q>{x) ±tfß(x) ±x(x) ± . .. . . 
oder kür^r 

1) yärii + r + i^+ 

wobei man nur zu merken hat, dass y,u,v,... sämmtlich Funktio- 
nen einer unabhängigen Variabelen x bedeuten, so adebt diq Aende- 
rung des x eine gleichzeitige Äenderung von jf,UfV,w,... nach sich. 
Geht also x in x + h über, so treten y + Jy,u + JupV + Jv, 
w + /iv>,,,. an die Stellen von y,u,t),w,.». und es ist dann 

y + Jy = (u + Ju)±(v + Jv)±{w + Jw)±.... 
hieraus folgt durch Subtraktion der Gleichung l), 

2) Jy = Ju + Jv + JtD + 

Schreibt man für y. seinen Werth, so erkennt man aus der Gleichung 
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dass sich das Zeichen J auf den Inhalt einer Parenthese ähnlich ver- 
theilt wie ein gemeinschaftlicher Faktor, eine Analogie, die w spater 
weiter verfolgen werden. 

n. Ist f{x) ein Produkt aus zwei andern Funktionen 9(0?) und 
i/;(a?) also f{x) = q>{x)\p{x) oder 

3) y = wt;, 
so folgt, wenn sich x nm h ändert, 

y + Jy={u + Ju)(v+Jv) 

= uv + uJv + vdu + Ju . Jv 
und durch Subtraktion der Gleichung 3) 

4) jdyr=^uJv-\rv/lu'-\r/iu»Jv. 

Wäre einer der Faktoren u und v constant, etwa tj = k^ d.h. ent* 
sprächen den yerschiedenen Werthen von x nicht v^schiedene Werthe 
von V, sondern immer einer und derselbe k, so würde eine Aende- 
rung des x keine Aenderung des v nach sich ziehen oder es wäre 
Jv^=o. Aus 

5) y = Ä:u 
folgt also dann 

6) Jy=skJu, oder J(ku) = k^Ju. 

Aus diesem und dem unter I. bewiesenen Satze lasst sich nun ein 
allgemeineres Theorem herleiten. Ist nämlich 

7) y = Au + Bv + Cu> + .... 

wo Ä,B,C,,.. beliebige positive oder negative von x unabhängige 
Zahlen, also relative Constanten bedeuten, so ergiebt sich 

8) Jy^ÄJu + BJv + CJw-h*'.' 

III. Ist endlich f(x) gleich einem Quotienten -^^j^ oder 

SO wird durch Aenderung des o; 

und wenn man die Gleichung 9) davon subtrahirt unter Reduction auf 
gleichen Nenner 

10) ^y= <u+^«j. 
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Diese Fonnel könnte z. B. dazu dienen, um ans den Differenzen von 
eo8X und sinx die von tanx abzuleiten, indem man tc= cosx und 

V = sinx setzte. 

« 



miPereiftBen hdliereir Ordnmtg«!!!« 

Da die Differenz eine;* Funktion von x immer wieder eine Funk- 
tion derselben Variabelen ist, so muss es offenbar möglich sein, die 
Operation des Difierenzennehmens auf diese neue Funktion anzuwenden, 
das dabei erscheinende Resultat ebenfalls wieder zu dififerenziren u. s. f. 
überhaupt die gedachte Operation beliebig vielmal nach einander Torzu- 
nehmen. So giebt die Gleichung 

Jy=f{x + h)—f{x) 
wenn man beiderseits die Differenz nimmt 

J{Jy) = Jf{x + Ä) — ^f{x) 
wofür Däaii kürzer zu schreiben pflegt 

/ny = /lf{x + h)—Jf{x) 
Da man nun die Difflerenzen auf der rechteä Seite entwidieln kann — 
es ist nämlich Jf(x + ä) = f{x +. 2*) — f{x + h) und Jf{x) =± f{x + h) 
— /(x) — so erfahrt man hierdurch die Bedeutung der zweiten Difi^e- 
renz von y. Nochmalige Difierenziation gäbe jetzt 

oder 

und da man vorhin die Bedeutung d^r zweiten Differenz kennen gelernt 
hat, so lässt sich die rechte Seile- entwickeln und lehrt, was unter 
/i^y zu verstehen sei. Wie man auf diese Weise weiter gehen kann, 
ist unmittelbar klar und es bedarf nun noch einer Untersuchung über 
das Gesetz , nach welchem sich die suecessiven Differenzen von y bilden. 
Bezeichnen wir zur Abkürzung <Ue Funktionen 

f{x+h) , f(x+2k) , f(x+dh) , f(x+$h) 

worin $ eine positive ganze Zahl bedeutet, mit • > 



Differeoz zufolge die Gleichungen 

^y = yi—y% 

^yi = yi—yt 

1) { ^yi = yz—yt 
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würde, so gelten dem Begriff« 



^y^ = y»— y*-i 

Nimmt man die Differenz der ersten Gleichung, so wird 

^=-^yi— -^y# = (yi— »i)— (yi— fo) 

oder 

hiervon ist wieder die Differenz 

J^ = Jyt—2Jy^ +Jy^ 

= (yi— y«)— 2(y,— yi)+(y|— jfe) 
oder 

^^ = »k — 3y» + 3y, — y»- 
Eine nochmalige Anwendung derselben Operation würde zu der Glei- 
chung 

^*y = yf— 4tf3 + 6yi — ^i + y§ 

f&hren und man sieht leicht, dass die allgemeine Form dieser Glei- 
chung durch 

^'y=y«— ^y*-i +^»y»-^— ±^yo 

ausgedrückt wird, worin A^ ,Ä^,*..Äs gewisse constante nur von s und 
ihrem Index abhängige Coeffizienten bezeichnen, deren Bildungsgesetz 
noch unbekannt ist. Ein Bliek auf die bisherigen Coeffizienten 

1,1 

1 , 2 f 1 

1,3,3,1 
1,4,0,4,1 



führt aber auf die Vermuthung, dass i| ,is,...i« mit denjenigen Zahlen 
identisch sein könnten > welche angd)en wie viele Combinationen zu je 
ein, zwei, drei ... i Elementen sidi aus « Elemeoiea bilden lassen, 
wonach 
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sein müsste. Bezeichnen wir diese Zahlen mit s^,$2f9zf •;• so wäre 
jetzt 

Ob diese Annahme richtig sei oder nicht, muss eine neue Differenz 
zu erkennen geben. Man hat dann 

z/«+*y = Jffs—Si Jy,^ +«,^y^-^ — .... 
oder wenn man auf jedes Glied recht den Satz Jy^ = j^fi4^ — y« an- 
wendet 

^•+«y = (y,^— y,)_5j {y^ — y^ + «j (y^-l — y»-il) — •• • 

d. i. durch Vereinigung der Glieder mit gleichen Faktoren 

— (»^+«a)y*-l + .... 
Man hat aber 

_ <(<—!) (<—a».(5-^n + l) t('— 1) —2) .... (>^it+ 1) O—n) 

~~ 1.2.3....n "*" 1.2.3^..n(n4-lJ 

— *0— 1)0—2) -»(»—» + 1) Fl . JLzJLl 
1.2.S....n ^^ l ^ n+1 J 

_ 0+l )<< -- 1) (s--2) .... (»3» + l) 

d^ i« weU der tetxte Ausdruck so aus *+l gebildet ist wie $i^ aus s 

2) «n + «ii^* == (4 + l)»+t 

und wenn man diess in der Gleichung für J^^y benutzt, so wird 

^»+«y = yi4.i— (»+i)iy» + («+l)jy*-i— .... 

D^ MSmlicbe würde om^ auch aus der Formel für J'y erhalten ha- 
ben» wena majoi dort i+l f&r < schriebe. Die Formel bleibt also für 
^H-t richtig, wenUr sie es für ^'war, und da sie für i = 1 gilt, so 
ist damit ihre Allgemeiagülügkeit bewiesen. Wir haben demnach 

3) ä*y = »a— 9^ jfr^ + «j y*-^ — .... + (— l)*».yo 

wofür man vermöge der Bedeutung von y«yi>ys«... auch die Glei- 
chung 

-f(-i)*ij.A«) 

substituiren könnte. 
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So hat man beispielsweis für f{x) = b', 

oder 

5) ^»6* = 6*[(6'^)'— Si(6*)*-* + «,(6'^)*-*— ....+(— 1)'«,]. 
Da man hier die auf der linken Seite vorkommende Differenz »ter 
Ordnung auch unabhängig von der rechten Seite für sich entwickeln 
kann, so gelangt man hierdurch zum Beweise eines neuen Satzes. Es 
ist nämlich 

Jlx ^ (6^—1)6* 



und folglidi, wenn man diess in No. 5) substituirt, 
oder wenn man b^ := z setzt 

(z—iy = Ä»— 5i «*~«)+s,Ä*-^-....+(— 1)»«, 

so dass also auch die Differenzenrechnung einen Beweis für den bino- 
mischen Lehrsatz bei ganzen positiven Exponenten liefern kann. 

Nimmt man als zweites Beispiel für das Theorem 4) f{x)=:a^, 
wo m eine ganze positive Zahl bezeichnen möge, so wird 

6) //•(a?«) = (x+sA)«— «j (aJ+i=T*)"»+«, (x+^^Sä)*"— 

Auch hier kann man wenigstens in einigen Fällen den Werth der lin- 
ken Seite unabhängig von der Reihe rechts entwickeln und dadurch 
wieder zu einem neuen Satze gelangen. Es ist nämlich 

oder wenn man auf (a;+A)m den binomischen Satz anwendet 

wofür wir kurz schreiben wollen 
Hieraus ergiebt sich nun weiter 
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d. i. wenn man für jedes einzelne Glied das vorhin (ieftindeiie benutzt 

+ 

Indem man hier diejenigen Glieder, vereinigt, welche gleiche Potenzen 
von X enthalten, erkennt man leicht, dass sich die zweite Differenz 
von jß^ unter die Form stellt 

^»(a^) = m(m— Dfl^^-^Ä* + A^x?^^h^ + Ba««-*Ä* + .... 
Hiervon ist nun weiter die Differenz 

+ BJi^J(a^-*) + 

und wenn man die Differenzen auf der rechten Seite entwickelt, so 
erhalt man ein Resultat von der Form 

jt(afi) — m(m— l)(m— 2)a;*^«A» + ia««-'*A* 

+ Äaa;*-*A* + .... 
Wie man auf diese Weise weiter gehen kann, erhellt von selbst und 
augleich erkennt man, dass mit jeder neuen Differenz eine Erniedri- 
gung der Potenzen von x eintritt. Da andererseits audi leicht einzu- 
sehen ist, dass keine negativen Potenzen von x vorkommen können, 
so erkennt man hieraus zusammen die Richtigkeit der Gleichung 

J^{a^) = m(m — l)(m-2)...(m — i;rZi;)a;<»-»"A*, 
welcher zufolge die mt« Differenz von x^ sich auf eine von x unab- 
hängige oder constante Grösse reduzirt« Man hat dann weiter 

^m+i(a^) = , J'^'^^a^) = , ... u, s. f. 
Es ist daher leicht, den Werth von J*{(xF) Air die zwei Fälle anzu- 
geben, wo s entweder = nn oder > m ausfUlt, nämlich 

^•(x«») = 1.2.3..,in.A« für $:=: m 
= fiir s > m. 

Diesen zwei besonderen Fällen entsprechend giebt nun die Gleichung 

6) für s = »t 

2 



td 



m 



7) 1.2.3....m.A' 

und nv s >«! 

8) = (a:+sA)"»— Si(a?+5":=äÄ)'» + S2(a?+?=2Ä)"»— .... 
für a? t=i erhält man daraus die beiden speziellen SStze 

1.2.3...m = »t»"-^««, (m— ^1)**» + »i2(m— 2)"» — 

und 

= s"»— s,(«— 1)"» + «5(#— 2)«— »3(«— 3)"» + .... 
wobei aber s >iw sein muss. Nimmt matt dagegen in No. 7) «:= l',Ä 
=r l,m = j> — 1, so ergiebt sich die gleichfalfe bemerkenswerfhe Spe-^ 
zialisirung *) 

1.2. 3.... 0—1) 

Als drittes Beispiel für die Formel 3) oder 4) benutzen wir die An- 
nahme f(x) = sinx; es ist dann 

9) J^ifinx 

= sfn(ap+«Ä) — «1 $in(x+^^h) + »j rfn(ap+JIl2Ä) 



'^) \ii d«n Zmfttien zu BMtut*8 A\gtihrä (1776) ieitet Laplace hii»raii6 ^las l*^tf- 
son'sche Theorem Aber PtioizaiilQi anf faig^nde Weise ab. 0« 1 ;;s:(;h*-1)i — (p^l)« 
-J-(jj — 1)| — .». ist, so hat m^n 

1.2.3,...(|j— 1) + 1 

= p^'^-ip-i^iip-iy-'-n + <p-i)j<p-2)p-'-ij 

— 0—1)1 1(p-3)P''—l]Tt-.,.. 
Zufolge des Formal* sehen Satzes ist aber a^' — 1 immer durch p ohne Rest theilbar, 
sobald p eiae Primzahl und a kein Vielfaches von p ist. Daraus ersieht man, dass 
jedes Glied der Reihe rechts durch p aufdividirt werden kann und ein Resultat von 
der Form 

1.2.3. (p-i)+i ^ ^p.i_(y_^)^g^ ^ (p_i)^e^_.... 

F . , 
giebt, worin ^ij^si^S)*-» positive ganze Zahlen bedeuten. Da aber die Binomial- 
koerfizienten (p — l)i,(p — l)^ etc. immer ganze Zahlen sind,, so erkennt man, dass 
die rechte Seite eine ganze Zahl ausmacht. Da nun dasselbe für die linke Seite gel- 
ten muss, so folgt, dass 1 .2.3...(p— l)-f 1 jederzeit durch p aufgeht, wenn p eints 
Primzahl ist, und bierin besteht das Theorem von Wilsm. 



1» 



Andererseits hat man aber 



Jsin X = 2$%n -^ . cos (ar + -5*) 

Jhinx =: 2«tn-2- . Jco${x-\-^) 
oder wenn man die Differenz auf der rechten Seite nach der Formel 
für Jlcosx entwickelt, indem man a:+-3- an die Stelle von x setzt 

Jhin X ^^ — (2«tn -5-) «'» {^ + '^)- 
Man findet dann weiter 



oder 



J^sinx = — (2«tn^) J9in{x+-^) 



Jhinx ^ — (2sin^) cosix-i--^) 



J^sitix = + (2«tn-5-) sin(x+—) 
Jhinx =i + (2«m ^) «m(a5+-^) 



Und mit einiger Aufmerksamkeit wird man leicht bemerken, dass der 
Zeicbenweohsel nach dem Sehema . . 

vor sich geht* Berücksichtigt man noch , dass eine Reihe wie 

+ eoszi , — sinz^ , — cosz^ , + sinz^ , + casz^ , — . ... 
unter der Form 



dargestellt werden kann, ako das ste Glied derselben durch »ini-^+Zg) 
ausgedrückt wird, so eriMÜI man 

1 0) J'sin X = (2si w ~ ) sin{x + 5 ^~^ ) 

nind durch Vergleichung mit No. 9) gelangt man zu der Summenformei 

11) •. (a.|»|./^«-H,J!+t> • 

= 8in(pD+8h) — 8iSin{x+T^h) + s^sinix+T^h) — 

Ganz ähnlich lässt sidi die Betnachtimg für die Speziaiisining f(x) 
= easx «hirchftthren. Die Fomiel 4) giebt nämlich 

2* 
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12) J*eo$ X 

= co«(dP+sA) — «,co5(a? +jir|A) + n^c6s{x-\-7^h) — ..... 

Andererseits ist aber unmittelbar 

h h 

J co$x = — 251»-^ 8m^x+-^) 

J'^cotx = — (25m -S-) C08(x+-^) 

Jhosx = + (2«fn-^) 8in(x+'-^-) 

h ^ ih 

J^COSX = + (2*tll-^) C08(X + '-^) 

Da man aber eine Reihe ron der Form 
unter der bessern Gestalt 

€05(-2-+«4) , Ca«(-2 hÄj) > C0ä(-^ + «3) , C08{-^+Z^) , 

darstellen kann und folglich das s^ Glied dieser Reihe durch 

ausgedruckt wird , so übersieht man sogleich die Richtigkeit der Formel 

h * Tt-^h 

13) J*cosx ::^ (2«m-^) C08(X+S—^ — ) 

aus deren Vergleidiung mit No^ 12) die nachstehende Reihensummi- 
rung resu)tirt: 

14) (2iiny)' eo8(x+8^^) 

= eos(x+8h) — «iCM(a?+iIIiÄ) + «jew(x-f iIl2Ä) — 

wdche der in No. 11) entwickelten vollkommen analog ist. 



' Umkehrnnf den Imt vorl^eii P*r*sraplieift li«li*iidelteit 

Formulirt man die Aufgabe, iilit welcher wir uns im vorigen 
Paragraphen beschäftigt haben , folgendermassen : „irgend eine der Dif- 



fercnzen Jy , J'^y , J^y , ...r etwa J*y durdi die Funktionen 
jfo > ^1 ' ^2 » ***• auszudrucken/^ so erkennt man bei nur geringem 
Aufnierksanikeit, dass sich diesem Probleme das umgekehrte gegen- 
über stellen lässt: „irgend eine der Funktionen y« > ^i > ^2 # •••• 
etwa y^ durch die Differenzen Jy , J^y , Jhf , .... aussudrädien.'^ 
Die Lösung desselben ist sehr leicht, wenn man die Gleichungen 1) 
des vorigen Paragraphen in der Form 

yi — y + Jy 
»2 — yi + ^yi 

1) 1 Sfa = y« + ^»2 



y« — y»-t + ^y^^ 

schreibt und jede ki die darauf folgende sabstituirL Diess giebt fol- 
gende einfache Rechnung 

Ä = (y + ^y) +^(u + Jy) 

=^ y + 2Jy + J^ 
ya = (y + 2Jy + J^) + J(y + 2Jy + J^y} 

== y + iJy + 3^V + ^*y 

u. s. f. 
Da hier dieselben CoefQzienten auftreten , denen wir schon im vorigen 
Paragraphen begegneten, so dArfen wir vermuthen» dass 

y» = y + »i^y + «i^V + + h^ 

sein werde. Die Richtigkeit dieser noch problemaÜBdieii Gleichung 
zeigt sich sogleich , wenn man mit Hülfe der Gleichung y«^^ = y^ -f Jy, 
einen Schritt weiter geht Es müsste nänrikh sei» 

y«+i = y + «i^y + «i^*y + + *«^*y 

+ Jy + s^J^y + + •^x^y + t*^*-*-V 

Unter Anwendung des Satzes Sn + M-i =^ (' + l)i»+i ^^^ nntec 4]sr 
Rücksicht, dass «« = {$+ V)t^i = 1 ist, erhält man jetzt 

y^ = y + (#+l)i^y + (»+lMV + ..-. + (*+!).+! -^V 
Zu derselben Gleichung würde man auch gelangt sein, wenn man in 

der Formel für y« unmittelbar t + 1 <n die Stelle von $ gesetzt hätte; 

jene problematisdie Formel findet also in dem Schlüsse von s auf s + l 

ihren Beweis. Die Gleichung 



^) yi ^ y + h^y '^ H^^y + h^^y + + ^»^''y 

lasst sich übrigens in eta^r sehr coiupendiöseii Gestalt darstellen, wenn 
man sich die Fiktion erlaubt, ie J'^y , J^y etc. die Ortbiungsiadiees 
2,3,.,. als Expooeatea und y ais ^emeiasehafUidien Faktor aozii« 
sehen; man hat dann aehr kurx 

3) y,»(l + ^)*y 

was der blo$en äusseren Form uadi mit 2) übereinstimmt, sobald 
man {\+Jy auflöst, \vobei man aber nie vergessen darf, dass in 
den einzelnen Gliedern der so entstehenden Reihe der Sinn jron Jy , ^V^ 
etc. zu ändern ist. Gleichungen der Art, welche mit anderen For- 
meln identisch, der Bedeutung nach aber von diesen verschieden 
sind, hat man etwas unpassend symbolisctie genannt, so dass also 
No. 3) eine syitibolisdie DarsteUnog von No. 2) wäre» -^ Schreibt 
man die Gleichung 2) in der Gestalt 

4. ^(^-|H^-a> J^fix) + 

und setzt noch sä = €, wo e ein Vielfeches von h ist, §o hat man 
auch wegen « = x 



"*" TäTä Ä» ^ 

Die Reihe ist so weit forUiuetreu, bi« sie von selket sibbridul, wa» 
nothwendig einmal gee>cli^en muss, weil unter den Grössen h,2h,3h 

m 

auch ein Vielfaches von h vorkommen muss, welches e gleich ist. 

WiU man die Formel 2) auf irgend einen sp«zteUen Fall anwren- 
den, so setzt diess voraus, dass man sämmtUche DlirereBdaan dy^j/^^ 
/^ wirklich entwickeln künne; da aber di^ Anisabl dieser Diffe- 
renzen und die Ordnung der böobslen von ihnen mit a gieichteitig 
waohflea, so ersieht man von selbst, dass fdr em eiiiigermassen grosses 
a diQ Darstellung von y^ %^\xt umfangreidb Und besoliwerlich ausfallen 
wird und zwar besonders dann , wenn die suocescriven DÜEeren^^n sich 
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nicht nach einem leicht äl>erseIibapeo Gesetze Mdan. Wir verbuchen 
daher den Bedarf an Differenzen an verringarn. und stellen uns die 
Aufgabe, ys durch eine vorgeschriebene Anzahl von Differenzen, 
etwa dureh ^y,/t^,Jhf^....J^ awmdrfik^ken, wobei n<[8 sein soll. 
Stellt man die Gleichung 2) in der folgenden F«nn <dar 

worin An zur Abkürzung dient, nämUdi 

so übersieht man auf der $t«He» dji$B unsere Aufgab^ sich darauf re- 
duzÄil» aiu Bu die Diffcdraizen 4^^^y , J*-^^ etc. herauszusdiaffea« 
Die Tran^ormation» welche hiercu dieot, ist am leichtesten eiozusehen' 
wenn man zuerst dm ein£sichM(en Fälle i^etrachtet, in welchen A« aus 
nur zwei, drei» tier GUedern u. s. w. besteht, also % = s — 1 , »-^2» 
» ^— 3 , «.. i»t«. Man hat daao 

oder wegen des bekannten SMzefii ik^^^m =: «a > 

= $^J^^y^ ^r J^\y^—y.) 
und wettn v^fi dte Glieder «lit gleichen Differenzen vei^iiiigt 

Man hat nun weiter 

und wenn ma;i für. A^^^ die zi«eite Farm setzt 

Da aber ^*-"y© = ^"^^^y^ = -^*~Vyi— »/•) «»«d gan» ähnlich ^^^i 
= J^\Jyj) = d*^Hy^ — J/i) is^» *^ k*ßn iwä*^ ***ch 

fiietaen und 4arau^ findet man v^m&ge 4es Wertbes von s^. und durch 
Vereinigung alles Dessen, was sich vei*einige^ Ust^, 

t. ■ 

Um R9-2 zu transformiren , brauchte man blos zu bemerken, dass 



t4 

oder veniiAge der zweiten Form von Jt«-, ' 

ist, wo man die (« — 2)^>» Differeiiieii rechts diircii die (f — 9)>«* am^ 
drücken kann; man erhUt so 

Vergleicht man nun die transformirten Werthe von Jl«^| , Jl«^ , Jl^^ 
mit einander, so sdieint sich darin folgendes Gesetz auszusprechen: 

worin p eine positive ganze Zahl < f bezdchnet und die kurze Aus- 
drucksweise der Binominalkoeffizienten angewendet ist. Als Gontrole 
für die Richtigkeit dieser Annahme wird non der S<^us8 tob p auf 
p + l dienen. Man hat nimlich unmittelbar 

..... 4- »«^ 
d. h. wegen i,-p-i ^*- Sp+i und vermAge der «rsprflngliohen Form von Jl|-^ 

oder zufolge der aweiten Form von Jl»-|i 

+ («- l)p^-Py, + (»— 2)p_,/^^y, + 

... + {$-f)tJ^»,~t + J-fyp. 
Wendet man die Bemeritung, dass überiiaupt 
J-py^ = J-P-HJgm) == if-P-H9m+t — y«) 

auf die einzdnen Glieder der obigen Reihe, mit Ausnahme des «rstoi, an 
und reduzirt so die («^p)t«B Differenzen auf die (« — p — l)teii , so wird 

+ (»—lUJ-»-^ — J-^%] 



+ i*-p\iJ-'-% — J-r-iy,^] 



und durch Vereinigung ^eicbnamiger Glieder 
jl^,_, = [$^ — ($—l),]J-P-% 

+ [(»-P)i - l]J-^% 

+ ^'-"-Wi- 
Die allgemeine Form der eingeklammerten Differenzen ist hier, wenn 

r eine ganze positive Zahl bedeutet 

(«— r),__, — («— r— l),>_r 

und diese kann man mit Hülfe des bekannten Satzes 

qm + ?m+i = (j + lWi oder (g + l)m+i — «m = ?m-hi 

in einen einzigen BinomialkoefBzienten , nämlich für 9+I = « — r, 
fn =c p — r, in 

zasanimenziehen. Man erhält dann 

+ i8-p—l)^J^-P'% + ^•-'- Wl 

also Dasselbe, was man aus R^-p bekommen wurde, wenn man darin 
p+1 an die Stelle von p setzte. Die für s — p angenommene Form 
erweist sich hierdurch als richtig und giebt Tür s— p :s= n oder p= s — n, 

7) Rn=($—l)^-f^y. + (s—2).^^J^yj^ + (»— 3)..»-j^y,+ .... 

+ («— i=S)i^y«-ii-i + ^y.-«. . 

Wendet man noch den Satz q^^m = im auf jeden einzelnen rechts vor- 
kommenden Binomialkoelfiaenfen an, so ist für 

8) y, = y + s^Jy + s^J^y + ... + «,^i^/*-*y + «• 

9) il» == (z-lVi^yt + (f-2)«^i^yi + («-3).^i^yj + 

+ m-1^,-11-1 + (»— l)»-!^,-* 

und hiermit hat unsere Aufgabe ihre Lösung gefunden, da auf der 
rechten Seite keine höhere Differenz als die iiter Ordnung vorkommt. 



5. 6. 

BlKressioB fiker da« ThMr^n von Taylor. 

Giebt man dem so eben entwickelten Satze die Form 

1) f{x + «A) 

= f{x) +{-Jf{x) + ^^^=^J%x) + '^'Y.^^V^- ^Y(^) + 

und setzt darauf sä =. « also « = — , so erhält man 

h 

2) /(«.He) 

-f( X , e ^/to) ■ g(e— A) ^Y(a;) , e(e-A)(e— 2A) J^fjx) . . 
-AaJJi-j A + 1.2 A» "^ 1.2.3 "Ä^^ "^ — 



, e(e— Ä)(c-2Ä) ... (e— S=2A) J*-H{x) , , 

•• + ^r.2T3Tr(iP-i) i^T- + * 



und hier muss nun e ein Yielfachcs von h sein. Diese Beschränkung 
Hesse sich wegschaffen, wenn man h unendlich abnehmend dächte, 
denn jede Zahl, gleichviel ob rational oder irrational, lässt sich als 

der Gränzwerth eines Produktes $h ansehen, wovon der eine Faktor 

• • • .' . • " ' 

H in's Unendliche zu - und der andere in's Unendliche abnimmt *). 
SeUt mau die Gränzwerthe 

Lim M--^2 — = fXx) 

Lim ^ — = f^\x) u. s. f. 



*) So ist z. Ö. ^2 = 1,414213 ... d. h. yj"isl der Gränzwcrlh der Produkie 
11 -JL. 111 1 1111 ^ 14112 ^ 

in welchen der erslc Faktor eine fortwährend wachsende , der andere eine ebenso 
unausgeselzt abnehmende Grösse darstellt. Aehnlich verhalt sich die Sache in jedem 
anderen Fülle. 
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SO sind f{x) , f\x) , f*"{x) etc. bekanntlich nichts Anderes als die 
successiven DifTerenzialquotienten von f{x) und wenn man nun auch 
in den KoefBäentea H h\i zur Null abnehmen lisst, so ist 
8) Aaj + cj 



und hier kommt es nun noch auf die Bestimmung von Lim A» an. 
Nennen wir S die Summe der Goefflzienten (« — 1)«_| , (s — 2)«_i , 
(s — 3)»— 1 clc, so ist offenbar 



(«— l)"-i + (5— 2)n-i + + (n— l)n-i.' 

Es hat aber nicht die mindeste Schwierigkeit den Werlh von 5 zu fin- 
den, denn setzt man für jeden einzelnen der Binomialkoeffizienten 

(« — 1)«_| , («— 2)»_| , seinen Werth, so erkennt man leicht die 

Richtigkeit der Gleichung 

c u i\ Ti . *-** I («-tt)(i-n-l) (s-»t)(s-M-l)(«-»-2) "I 

s = (s.i)n-, [i + ^ +li:iK,T2r + -(i:T5u-2)u.3r ' + J 

wobei die eingeklammerte Reihe soweit fortzusetzen ist, bis sie von 
selbst abbricht und folghch $ — n+1 Glieder besitzt. Bezeichnen nun 
^ 9 €i\ f (h, ••« ^m und 69 , 6| , 62 — ^m irgend welche Grössen, so ist 
identiscli 

60 ^j ^ 2 ^ffl 

CLq (I| (»2 •••■• ^Di ^ 

Arn «6«! «2 «m-i 

was man leicht dadurch verifiziren kann, dass man jedes Glied der 

rechten Seit« in seine Bestandtheile zerlegt» Fiir ii^ =: 9 , a, =3r $ — 1, 

Oj = s — 2 , 6e = $ — n , 6, = 5 — n — 1 , 6, = s-^n — 2 etc. ergiebt 

sich hieraus 

(s — n) {$ — II — V){s — n — 2) .... ($ — n—m) 
(i— l)(s— 2)(5— 3) ..- (s— m) , 
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H _^ « s — n »__ {s — n){$ — n — 1) 



n (s — n)($ — n — 1) «.*. {$ — ti — m+l) 



wobei die Reihe rechts m+2 Glieder besitzt. Nimmt man die ganze 
Zahl m = * — », so wird 



(t— n)(«— »- 1) ... 2 . 1 



(t— n)(«— »— 1)_... 2.11 
"^ '«(»—!)(»— 2) ^.. (n+1) J 



und folglich 

T~ "^ s— 1 "^ («— l)(s— 2) ^ (,_l)(,«2)(«— 3) "^ •"' 
womit die Summe der in Rede stehenden (s — ii+l)gliedrigen Reihe 
gefunden ist. Diess giebt dann 

und dem Werthe von Jf» zufolge 

« _ {s-l)n^ ^*yo + (s~2}^ J*y, + .... + (n-1),^ ^>y^ 
lin ~. »n (5-1),«. + (5 - 2)^, + .... + (n-l),_, 

Es lassen sich nun leicht zwei Gränzen angeben, zwischen denen der 
Werth Ton A« enthalten sein muss. Bezeichnen wir nämlich eine Zahl, 
welche zwischen der grössten und kleinsten unter den Zahlen a, ßj y^ 
... l enthalten ist, mit M(a,ßyyy .,. X)y so dass also, wenn y die 
grösste und x die kleinste jener Zahlen bezeichnet, immer die Un- 
gleichung 

y > M:a,ß,y,..A) > x 
statt findet, so gilt der folgende fär unsere Untersuchung besonders 
brauchbare Satz *) 



*) Ist Dimlich y der grössl« nnd x der kleinste unter den OoMienten — ^, 

B B B 

• — ^ , ... — —, so gehen die Beziehungen 



Af A^ Am 






B» + Bj + Bi .+ f««» + Bi 
Aq t" "«1 "1" ^j T" •••• ~r A 



m 
m 



jy/ *• *i *» *m ^ 

\ Ag A^ A2 Am r 



in welchem Ag , A^ , A^ , ... iim und B^ , Bt , B^ , ... B^ ganz be- 
liebige Grössen bezeichnen. Hieraus folgt nun sogleich in der Anwen- 
dung auf il„ . 

B» = SnM(J*yg , J*yt , J^y^ , ... J^y^ 

Substituiren wir auch hier —r- für f und f(x) , f{x+h) , f(x+2h), 

eCc für y« > yi » yi # — so wird 

« _ e(e— »)(g~-2*) ... ( g- ~;iirr*) 
* ""■ 1.2.3 ... H.A« 

X M[J^f(x) , ^A«+*) ^ ^AaJ+2*) , ... ^/(a?+;=iA)] 
wofür man vermöge d^ Bedeutung von M und wegen jA = e auich 
schreiben kann 

jl _ c(g— *)(e— 2A) ..> (g — fi^A) 

1 • « . «5 ... A 



»I 



^1 

A 
•^1 



> « 



£ 



m 



> * 



unter welchen auch zwei Gteichuhg«n vorküiiimen. Mniliplizirl mab die erste Relatioi 
mit A^ , die 2Wieite mit A^ , die dritte mit A^ etc. «nd addirt darauf, io ist 

y{Ag + ^,+42+ ..- + im) 

' > Be + B, + »2 + .... + Bm > 

x(i4^ + -4, + i4j + ••• + Am) 

daraus folgt durch Division mit «^a 4~ ^^i "^ A^ 4" <" "^ A^ 

^ ^ >ie + iÄ, + >i, + ... + iim 
was mit dem obigen Satze auf Oasselbe hinauskommt. 



■m 



Lassen wir nun h bis zur Grinze Null abnehmen und benVksichtigen, 

dass überhaupt Lim ^- — = f^\u) wird, so ergiebt sich, wenn 

wir zunächst die ^ + h , x + 2h , ... o^+e — nk noch beibehalten 
Lim Rn = -T— rt — 

X M[/^^(x) , f^^Kx+h) , /•(«)(aj+2Ä) , ... f^Hx+e—nh)]. 
Hier durchläuft die Variable u, welche wir dem /^*^ leihen können, 
das Intervall x bis x + e —nh und zwar sprungweis, w^ die auf 
einander folgenden! Werthc von t«, nämUch x , x+h , x+2h etc., im- 
mer um h differiren, wenn aber h nnbegräitzt abnimmt, so durchläuft 
u das Intervall x bis x+e und zwar stetig, weil die Weiten der ein-' 
zelnen Spränge unter jede angebbare Gröase hinab vermindert sind. Die 
grösste und kleinste unter den Zahlen f^^\x) , f^*\x+h) , f^^Hx+2h), 
... f^'{x+e — nh) sind jetzt nichts Anderes als das Maximum und 
Minimum, welches /"*(«) erlangt, wenn u das Intervall x bis x+e 
durchläuft. Tritt das erste etwa für ti == a, das zweite für u = /$ 
ein, so haben wir 

^"^ *« = 1.2.3 ... n *f^"^<«) ' ^^*^(/^)l- 
Lässt man nun in der Differenz 

M[f^^Ka) , f(^Hß)] — /(»)(w) 
ti von x bis as + € gehen, so wird dieselbe einmal negativ, nämlich 
für u = a, und einmal positiv, nämUch für t« =:= /?; unter der Vor- 
aussetzung, d9ss f^'^Xu) stetig und endlich bleibt von u = x bis x + h 
folgt hieraus, dass es einen zwischen x und x + h liegenden Werth 
von u etwa u = (o geben müsse, für welchen 

M[f^^Ka) , /(»>(/?)] — f{io) = 
also 

wird. Da aber w >a? und zugleich <^ x + e ist, so darf man to = 
x + le setzen, wo X einen positiven ächten Bruch bezeichnet. Die 
Zusammenfassung dieser Betrachtungen giebt nun^den Satz: 



Bleftt die Funktion fOO^u) eridlich .und stelig wShrend ^s In- 
tervalies « = x bis h = x + e, »o ist fiir l ^ A ^ , 

fix+e) 

und bierin spridit sieh das Theorem yob Taylor aus. Setzt man 
07 == «md flchreibt nachher x für &^ $9 ergiebt sieb daraus das 
Theorem von Mac Laurin, nämlich: 

Bleibt die Funktion f^^(u} endlich, wd stetig wlibrend des Inter- 
valles u =:= bis u :3=r' j; so ist für i ^ il ^ 

3ff*\Xx) 



+ 



1.2.3...»' 



... 

Die ImterpolatloiiBformel. 

Die Uleichung, welche wir unter Not. 2) in §. S. kennen lern- 
ten , nämliöh 

!)• y*=y+x' *"^"~Trir" ^"""""iTaTä — -^y+-- 

lässt nodi eine Betrachtung aus einem anderen Gesichtspunkte zu , die 
den widitigstea Anwendungen der DWerenzenrechnung zugezahlt zu 
werden verdient. Schreiben wir nämlich 
ög > ßi > ''j > Ö3 , .... 
für X , a?+A , »+2A , a? + 3A , .... 
Terner a^ > a^ f a^ 9 a^ f .... 

so ist zunächst 



Behalten wir von der Reihe rechts n Glieder bei and setzeo x + sh 

d.h. a + $h=z also f = — t — und ferner 

n 



1.2.8...(».1).Ä*^* 

so sind einige der bemerkenswerthesten Eigenschaften der 
delinirten Funktion ^{%) leicht zu entdecken. Es wird nämtieh 
für %:=:a^='a^ , ifj{z) = A=s A^ 
„ x=ta+A==a, , ^z)^A+JA^Af 
„ *=a+2&=ii» , tp(z)^A + %JA+J^A^A^ 



ff 



= «+;^*=«^ . ^%)=.A+ ^JA + (*-|y ) J*A 



"t" •*•• ^^ Ai 

d. h. mit anderen Worten , die Funktion %ff[z) besitzt die Eigenschaft, 
für s=s 0« , a, ^ o, , ••• <v^ in Ag /i, , A^ , .«. ^»^ überzugeben« Fer-« 
ner ist leicht zu entscheiden, in welche Categorie die Funktion t//{te) 
nUlt, denn denkt man sich alle auf der rechten Seite von 1) angedeu^ 
teten MultipUcationen ausgeführt und sämmtliche entstehende Partial- 
produkte nach Potenzen von z geordnet, so entsteht ein Resultat von 
der Form 

2) t//(«) =«- Ce + C^Z + C^Z^ + .... + Cr^iZ"^^ 

worin Cg , C^ , C^ etc« aus a ,h , A , JA , J^A etc. zusamn^engesetzt 
sind. Die vorstehende Gleichung zeigt nun^ dass tffiz) eine rationale, 
ganze algebraische Funktion von z und zwar eine des (ii'-*l)t«n Gra- 
des ist. Kehrt man diese Betrachtung um und setzt 0^,0^, ... a».^ 
so wie Ag , At , ... An-i als zusammengehörige gegebene Zahlen voraus, 
so enthält die Gleichung 1) die Auflösung des Problemes: „diejenige 
algebraische ganze und rationale Funktion von z — sie heisse xp(z) 
— zu bestimmen, welche fär n gegebene um das Intervall h von ein- 
ander entfernte Werthe von z, namlidi s .-= o^ > aj , o, , ... a»-! , die 
ebenfalls gegebenen entsprechenden Werthe V'(ao) = A» , ^{a^ ) = ^4, , 



tff(ü^) ^ A^ , ... rp(an-^i ) = An^ annimmt/^ Denkt man sich die Sache 
geometrisch und betrachtet Oq und A^ , a« und A^ , ... On^ und An-i 
als die zusammengehörenden Coordinaten von n Punkten, so ist y=:\p{%), 
wo tp(z) durch No. 1) bestimmt wird, die Gleichung derjenigen para- 
bolischen Curve (n— l)ten Grades, welche durch die gegebenen n 
Punkte hindurchgeht. Verlangt man z. B. diejenige Parabel, welche 
durch drei Punkte geht , deren Abscissen 1,3,5 und deren Ordinalen 
7,11,31 sind, so ist a=l,Ä = 2, 



JA^^ 4 
4As = 20 



^X ^ 16 



A, = 11 
^ = 31 

und nun wird nach No. 1) 

\r X ^ . «--1 M . (ä— l)(a— 3) ,- 

:i= 11 — 6» + 2ä» 
mithin ist jetzt y « 11 — 6z + 2»^ die Gleiehcmg der gesuditen Pa- 
rabel. 

Diese Betrachtungen fähren uns auf ganz natürlidiem Wege zu 
dem Probleme der Interpolation. Sind nSmli^ it Werthe 0^,0^, 
... On-i einer unabhängigen Yariabelen und te dazu gehörende Werthe 
A^ , Ai , ... An-i einer abhängigen Verändefiidien gegeben , so kann 
die Frage gestellt werden: „auf welche Weisfe lässt sich zu einem be- 
liebigen anderen zwischen a^ und On-i enililaltenen Werthe der unab- 
hängigen Vartabelen, ätwa h, d^r* zng^rige Wa*th B der abhängigen 
Veränderlichen finden?'' oder: „wie kann man iri^ischen irgend zwaen 
der gegebenen Grössen A^ , i|,, ... An-^i neue noch d<»tti^Uien Gesetze 
gebildete Grössen einschalten?'' Man übersieht al^er leidit, dass diese 
Aufgabe \tk die Reihe der unbestimmten Aufgaben gehört , denn 
so wie es unzählige ihrer Natur nach ganz vdri^chiedene dürfen geben 
kakin , wM^e säihmttveh durch n geg^ene Punkte gehen , so sind auch 
hier unendlich verschiedene Funktionen g>(z) roögUch, die fär z=r 1^, 
a, , ... Ot^ die Werthe yCo^) = i« , g(>(fl,) = Ai , ... g>(a,^i) = i«-i 
annehmen, und jede dieser Funktionen Hesse sich zu der verlangten 
Einschaltung benutzen; es wäre nämlich B = g)ib). Bestimmt jedoefa 

3 
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mrd die Aufgabe, wenn die Funktion q>(x) eine algebraische rationale 
, und ganze sein soll, ,denn in diesem Falle wird q>(;z) rss^pfjt) und 

■*" 1.2.3.Ä« ^A + ... 

wobei rechts n Glieder zu iiehmen sind. Diese Betrachtung ist selbst 
in dem Falle von Vortheil, wo man die Funktion f{z) kennt, mittelst 
welcher Oq , o, , ... o».., mit A^ , A^ , ... An-^ verbunden sind; denn 
wenn das Intervall o« bis o»^ nur wenig betiSgt, und •ausserdem die 
Funktion f(z) nebst ihren Dtfferenzialquotienten sich innerhalb dessd- 
ben stetig ändert und endlich bleibt, so kann f(z) nur wenig von 
ifj(z) verschieden sein , weil das Theorem von Mac Laurin uns die Be« 
fugniss ertheilt, f{z) naheningsweis für eine parabniische Funktion 
anzusehen. Man kann also nähcrungsweis statt B = f(b) die Gleichung 
Bs? tp(b) substitttiren^ <L b. die Formel 2) zur Interpolation benutzen. 
Einige Beispiele werden diess deutlich machen. 
Es sei 

d^ =t: 0,6818150 

A, » 0,6156615 

A,^ =r 0,6293204 

.I3 = 0.6427876 

a^ = 41 , ^4 = 0,6560590 

und die Fordenmg gestellt, den Werth B zu finden, welcher ( » 37 -|- 

entspricht, so hat man 

JAq = 0,0138465 

^3^^«:== 0,0000041 



«e 


= 


37 


«1 


= 


38 


«2 


= 


39 


«3 


= 


40 



J^Ä^ = — 0,0001876 
J'At = — 0,0001917 
^»i,= — 0,0001958 



J^Ai = 0,0000041 



J^i = 0,0136589 

J^t = 0,0134672 

^^, = 0,0132714 
und die folgenden DUFereozen iverden = 0. Da mm A e 1 , so fin- 
det man leicht 



« 
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6 — a 

TT 

(b—a){b—a—h) 
1.2.A» 



JA = 



(b—a)(b— a—h)(b —a-2h ) ., . _ 
^1.2.3.A» ^^- 



0,6018150 
0,0103849 

0,0000176 

0,0000002 



B = 0,6122153. 
Eine Controle kann, hier leicht angestellt werden; es ist nämlich f{%) 
■SS. dem Sinus von % Craden, mithin B gleich dem Sinus 37-|- Grad 
= «tH 37* 45', und in der That stimmt der gefundene Werth von B 
damit äberein. 

Um zugleich die übersichtliche Form za zeigen, in welcher man 
diese Rechnung gewöhnlich auszuführen pflegt, geben wir ein zweites 
Beispiel in etwas grösserm Haassstabe, wubei log 7t auf 9 Dezimalen 
berechnet werden soll. 



num. 


log. 


diff. I. 


B. 


lU. 


IV. 


3,14 


0,49692 96481 






. 




3,15 


0,49831 05538 


138 09057. 








3,16 


0,49968 70826 


137 65288 


— 43769 




• 


3,17 


0,50105 92622 


137 21796 

r 


— 43492 


277 




3,18 


0,50242 71200 


136 78578 


— 43218 


274 


3 



hiernach ist - . > 

A ^ 0,496^ 96481 
JA=i^ 0,00138 090«7 . 
J'^A = — 0,00000 43769 
^A = 0,00000 00277 
J*A =» — 0,90000 00003 
6 = 3,14159 26536 , h =r 0,01 , 6-^ »a 0,00159 26536 
und wenn man hiemach die fänf ersten Glieder der Reihe 2) berech- 
net, so ergiebt sich £ d. h. 

log (3,14159 26536) = 0,497140^26 ' 

was auf 9 Deiimaldtelkn richtig ist. 

3* 
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f 8. 

DilTereiifteift der Fanktlonen mehrerer Tarlabelen» 

Auf ähnliche Weise wie fix+k) — /T(a?) oder f(x+Jx) — f(x) 
die Differei» einer Funktion Ton nur einer Yariabelen darstellt, wird 
die Differenz einer Funktion mehrerer und zwar von einander unabhän- 
giger Variabclen, also Jf(x , y ,%,... s , t) durch 

1) f{« + Jx,y + Jy,...$ + Js,t + JO — fix ,y , ... s , t) 
auftgedräckt. Lässt man dagegen nur eine der Variabelen,. etwa x, für 
sich aHem um Jx zunehmen, so heisst die DHTerenz 

f(x + Jx,y,Zy ..• 5 > e) — fix ,y , % , ...8 ,t) 
welche kurz mit Jsf{^) bezeidmet wird, eine partielle üiiTerenz 
von fix) und der in No» 1) verzeichnete Unterschied die totale Dif- 
ferenz von f(x). Da die partiellen Differenzen von den bisher bc- 
traditeten nicht verschieden , mithin leicht zu entwickeln sind , so wird 
es nun damuf ankommen die totalen Differenzen sowohl erster als 
höher er Ordmifig ^dorch 4lte ve rseh i e d enen partiellen Differenzen aus- 
zudrücken. Hierzu führen die folgenden Betrachtungen. 

Es sei zunächst u eine Funktion zweier Variabelen x und y. 
Wir lasisen darin zunächst x in äi + Jx übergehen, ohne jedoch y zu 
ändern ; dann tritt u -V ^$ß^ an die Stelle von u und wir haben 

fix + Jx,y) == u + Js/ii. '' '' 
Denken wir uns die rechte Seite für den Augenblick durch einen «nk 
zigen Buchstaben v vertreten, s^ gab» jelzt eine Aenderung des^ um 
Jy die Gleichung f(as + Jx , y + ^) «» i; + Jf) , d, b. 

fix -t Jx,y+Jy) ^ iu + /Isß) + z/y(ti + J^u) 

Man könnte aber in fix , y) nutUi euefst y um Jy ändern und nach- 
her xiitk m -\- dos übergeben lassen; tliees gidit Shfilich 

jr(» + i^x > y -f ^y) = («« + d^y) + -^*<« + ^v*0 

und durch Yergleichung 4er Mdt» so ^[efundenetf Fernen von fix 
+ Jx ,y + Jy) ergiebt sich jetzt JyJ^ii. it=^J^Jj^ , so dä^s «s a]»o 
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gleidigftltig für das Endresultat ist, in welcher Ordnung man zwei 
partieUe Aeoderungen einer Fauktirä vorainmit. Aug der Gleichung 

folgt nun welter, wenn u eine Funktion dreier Veränderlichen, etwa 
= fian ,y , z), ist 

fix + Jx ,y + Jy , %) = u + Jji, + J^% -f Jg.4^H 
und wenn % väSk d% zuoimmt, wodurch sich die rechte Seite um ihre 
partiell nach % genommene Differenz ändert 

f(i»-\-Jx^y + Jy^» + Jz) = « + J^ + J^h + J^J^i 

+ Jg(u + J^ + J^%% + Js^^). 
Die Au&ftihrung der angedeuteten Diflfereozirungen giebt 

f{w -^ Jx ,y '\r.Jy , « + J%) - 

+ -«^yt* + dt4x^ 
+ ^«« + J»d/i* 

Auch hier ist es im letzten Gliede einerlei, in weldier Ordnung die 
Indices auf einander folgePt Denn braucht man für J^ vor der Hand 
einen einzigen Buchstaben v« so bat man nach dem vorhin Bewiesenen 
Jj.Jx'o = ^x^z^ » d. h. J^^xä^^ = JgJjtid^ und da Jxä^n wie- 
der = d^ä^M, ist,, auch d^ä^ä^ = dg^^^y mithin 

h^ngt w ¥on vier Yariabelen o? , y , js , $ ab , so ist zunächst 

^(a? + -^Ä , y + -.iy , « + ^Ä , ä) 

= H + dfJA + djßJ.^U + dx4%di^ 
+ ^,t* + d^diU 

und wenn man s um //s zunehmen lässt, so erhält die rechte Seite 
einen Zuwachs um die nach % {genommene partielle Differenz Ton sich 
selbst« So wird ^ 

f{x + dx ,y + Jy ,z + dz ,8 + ds) 
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indem man auf ähnliche Art wie vorhin sich überzeugt, dass die Ord- 
nung der partiellen Differenzirungen keinen Einfluss auf das Endresnl- 
tat ausübt. Das Gesetz nun, unter weichem die verschiedenen bisher 
entwickelten Ausdrücke stehen, ist leicht zu erkennen. In der ersten 
Colonne, rechts steht nämlich u allein, in der zweiten stehen Jaßi , JyU, 
Jz'^ f "» soviel dieser partiellen Differenzen vorhanden sind, die dritte 
Vertikalreihe enthält alle Combinationen zu je zwei Elementen, die 
aus Jx^i y ^y^ y •••• ohuc Wiederholungen gebildet werden können , die 
vierte Colonne giebt die möglichen Combinationen zu je drei aus den- 
selben Elementen ohne Wiederholungen u. s. w. Mit einem Worte, 
das Bildungsgesetz ist dasselbe, als wenn man die Multiplikation 

(1 +^^)a + ^y)(i + ^.)(i + ^,) .... 

ausgeführt und darauf an jedes entstehende Partialprodukt tc angesetzt 
hätte. Man kann daher die symboUsche Formel 

= [(1 + ^x){\ + ^y) .... (1 + ^0]« 

aufstellen. Subtrahirt man nun beiderseits fKx , y , .„ t) = n, so er- 
giebt sich die totale Differenz 

2) JU = [(1 + Jx)(l + Jy) .... (1 + Jt) — l]ti 

oder 

3) f(x + Jx,y + Jy, .... t + Jt) — fix,y, .... t) 

= [(1 + ^*)(1 + ^y) .... (1 + ^t) — l]fCx,y, .... t). 
Nicht minder leicht ist es, für die totalen Differenzen höherer Ord- 
nungen eine ähnliche symbolische Formel aufzustellen. Bei zwei Yaria- 
belen hat man zunächst 

also wenn man auf jedes einzelne Glied die Formel für Ju selbst an- 
wendet 



oder nach gehöriger Vereinigung 

Jhi = Jlu + 2Jx^^u + J^u 

+ 2JlJyU + 2Jx^u + Jl^^u. 
Man kann aber viel rascher hierzu durch die Bemerkangen gelangen, 
dass bei einer neuen Differenaienbildung ein neues J auf ähnliche Weise 
wie ein neuer Faktor an jedes einzelne der vorhergehenden Differenz 
herantrilt. Sa isl ^ 

oder wenn man sich die Fiktion erlaubt, dass Jn ein gemeinschailt- 
lieber Faktor sei,. 

Jhi = {Jx + ^y + ^x^^Ju. 
Es ist aber Ju bekannt und zwar = {Jx + Jy+ Jx^y)u , wenn man 
auch hier die symbolische Darstellung benutzt und mithin wird jetzt 
ebenfalls symbolisch: 

jhi = {Jx + Jy + Jx^%S^* 

Diese Betrachtungsweise ist leicht auf die Formel 2) anzuwenden ; man 
hat nämlich 

Jhi = [(1 + z/^)(l + ^y.) .../(l + Jt) ~ IJ^u 

= [(1 + ^^)(l + äy) .... (1 + äi) — V^ 

femer ganz ebenso 

JH = [(1 + Jx){\ + J,) .... (1 + ^i) — \?Jm. 
= [(1 + JxMX + ^r) .... (1 + Ji) — 1]V 

u. s. w. 
Ueberhaupt gilt für die n^« totale Differenz die elegante symbolische 
Formel 

4) J^ = t(l + ^*)(1 + ^y) .... (1 + ^i) — IN 
oder in der Bezeichnung durch Funktionen 

5) z/Y(a; , y , .... 

= [(1 + Jx)iX + ^y) .... (1 + ^r) - l]y(a; , y .... 
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ZaüamoieBhAuK zwlseh«» den Aiffcrenaea md höheren 
AMTereBBialquotienten einer FanktioB. 

Schreibt iMn d«n Taylor'&thea Satz iu-der Form 

SO erkennt man leicht, dass" derselbe dazu dienen kann, die Differenz 
^f{x) in eine nach Potenzen von A fortgehende Reihe zu entwickeln, 
vorausgesetzt dass /(")(«!) und mithin *) auch f{u) , f{u) , f\u) , ..^ 
f(^>(u) innerhalb des Intervalles u=x bis « = 07 + * endlich und con- 
tinuirlich bleiben. Sind nun sammtliche Dilferenzialquotienten fX^)» 
f\x) , f"*(x) bis in's Unendliche hinab innerhalb des gedachten Inter- 
valles endliche und stetige Funktionen von x und hat man ausserdem 
noch für unendlich wachsende n 



^'»' [ i:2T:,r^^"^^^+^*^] = « 



*) Aus der Endlicbkeit und Stetigkeit von 9>X^) folgt nämlich die von (p{x) 
und zwar mittelst nacl^stehender Schlüsse. Es ist 

Wäre nun ^(x) an einer zwischen X und J? + A liegenden Stelle d diskontinuirlich, 
so w()rde (p{<l) zwei verschiedene Werthe besitzen , yon denen der eine den Endwertb 
der bisherigen Reihe yon Werthen und d^er andere den Anfangswerth einer Mtt«ii 
Reihe bildete. Hatten wir diese Werthe dnrch die Bezeichnung qp(a — 0) und y(a+0) 
aus einander, so ist 9P(ö + 0) — 5P(<* — 0) nicht =0, sondern gleich einer end- 
lichen Grösse , mithin wird für a? = a 

r- y(a + J) — y(fl— 0) y (a+0) — y(a— 0) _ ^ 

ö d 

also wäre gegen die Voraussetzung ^'(a) = 00 • Aus der Stetigkeit und Endlich- 
keil von /<"Hu) folgt nun die von f^^^^Ku), aus dieser die von /^**""*Ktt) u. s. f., 
wodurch sich das obige „mithin^* rechtfertigt. 
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so verwandelt sich die Glekfaung 

bei unendlich wachsenden n in die nachstehende 

Bezeichnen wir wie früher f{x) mit y und die mt« derivirte Funktion 
fC'"\x) mit D^fix), so ist auch 

1) ^y = A fly + ^ fl»y + ,j^ i)«|, + .... 

Diese Cleichung lässt eine kurze symbolische Darstellung zu, sobald 
man sich y einem gemeinschaftlichen Faktor ähnlich abgesondert denkt 
und darauf die bekannte Formel 

worin e ^ 2,7182818284590 .. , filr « = hD in Anwendung bringt. 
Man hat dann 

2) Jy== ief^—l)y 

wobei man nur die Fiktionen, welche in dieser Form liegen, nicht 
aus den Augen yerlieren darf. Nach Farmel 1) hat man nun weiter 

oder weil man die Reihenfolge der durch jJ und D angedeolete» 0^ 
rationen vertauschen kann *) 



*) Es ist nämlich D[Jg)(x)] = D[q){x + h) — . ^x)] d. i. -»M^K«)] 
= 9>'(^ + ^) — y'(^)' Das letztere erhält man aber auch wtnn von ^\x) 
;;= Dg){x) die Differenz genommen wird, und folglich ist DlJq)(xy\ = J(p\x)] 
* :;= ^\P(p{x)\ oder umgekehrt geschrieben 

JDq>{x) = DJq>{x), 
Diess giebl för q>(x) = y zunächst ^Dy = ^^y , ferner für q){x) =s Dy , 
jDDy = DJDy = DDJy oder JDhf = D^Jy, für y(x) = D^, JDD^y 
= DJDhf = DD^Jy'd. h. JBhf = D^Jy u. s. f. Diese Beziehungen sind es, 
wfioho die Worte d«s Texles andeuten. 
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oder in kurzer symbolisdier Dio^tellung 

J^y= iel^^l)Jy 
d. i. vermöge des Werthes von /fy nach No. 2) 

Jh, = (e«'-l)Y 
Wendet man üeae Betrachtung noch einmal an, so erhält man weiter 

J»y = (««> — l)»^y = (««>_l)«j,; 
den fenierea Gang dieser Schlüsse wird man leicht übersehen und 
man erhält dadurch allgemein 

3) z/«y = (e*« — l)*y. 

Eine ganz ähnliche symbolische Formel ergieht sich hieraus für die 
n^f^ totale Differenz einer Funktion u von mehreren unabhängigen Va- 
riabelen x,y ,z, .... , sobald man in der Gleichung 
^«1,= [il+J^){i+Jy)(l+J,).... — lYu 
die einzelnen Faktoren durch die Gleichung 2) ausdrückt Nennen 
wir Dämlich t das Inkrement von y ,k das von x u. s. f., so dass alsa 
t,ür,... für y,z,:.. das sind, was A für a;, so ist 

J^u = ((^^x — l)u 

JyU == (e'^tf — 1)h 

u. s. w. 
worin die DifTerenzialquotienten D^., Dy,!^,, ... , wie sich von selbst 
versteht, partielle sind. Man hat nun weiter 

u + JxU = (c*'^« — l)f« = e*^«tt 
folglich, weil bei der symbolischen Darstellung u als Faktor angesehen 
wird,' nach Division mit ti 
1 + ^^ = «w* 

und auf ganz gleiche Weise 

1 + Jy — e'Dy , 1 + J, =^^z , etc. 
Mit Hülfe dieser Substitutionen verwandelt sich die Formel für z/nti in 
die folgende symbolische 

4) ^»11 = (c^« + '^y + *'>«-*- • — l)«ti. 

Dem Probleme, welches durch die Gleichungen 3) und 4) gelöst wd. 
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nämlich: „irgend eine Differenz einer Funktion durdi die Differenziai- 
quotienten derselben Funktion auszudrüok^ /' lisst sich leicht das 
umgekehrte gegenflberstelien : „irgend einen Diffinrenäalquotienten einer 
Funktion durch die Differenzen derselben Funktion auszudrücken^^ und 
die Lösung desselben ergiebt sich auf folgendem Wege. Man muHipli- 

zire zunächst die Gleichung 3) mit -^^ , so dass 

n 

{ — Dn^i ( Dn^i 

n — (^-^'•y = -^ — ^"y 

wird und addire jetzt Alles , was sich hieraus für n &s 1,2,3 9 4, etc. 
in in f. ergiebt* Unter der Bemerkung, dass links y als constanter 
Faktor angesehen werden darf, ergiebt sich jetzt 

[+(«^-1) — -|-(«*^-l)^ + -J-(e*^ — l)»--.-.ly 
= -i-Jy — \J^y + ^J^y — i-J*y + .... 
Durch Anwendung der bekannten Formel 

i-Ä — -^Ä* + -j-s» — .... = la+z) 

yerwandelt sich nun die linke Seite in l(^)y = hDy und mithin ist 

5) hDy = ^Jy — ^J^y + \J^y — .... 

Denkt man sich, um wieder zu einer symbolischen Formel zu gelan- 
gen, y als gemeinschaftlichen Faktor abgesondert, und die Torige lo- 
garithmische Formel angewendet, so ist 

6) hDy = [Hl +J)]y. 

Die Formel lässt sich sogleich erweitern, wenn man beiderseits diffe- 
renzirt; man findet nämlich 

hDh, = [l(l+J)]Dy 
d. i. nach beiderseitiger Multiplikation mit h und Anwendung der For- 
mel 6) 

hW^y = [i(l+^)]V 
Nochmalige Differenziation und Multiplikation mit h würde zu einer 
ähnlichen Formel für h^D^y führen; man erkennt hieraus leicht das 
allgemeine Gesetz für den weiteren Fortgang, nämlich 

7) h^D^y = [ia+J)Ty. 

Wählt man die Funktionen, die hier betrachtet worden sind, so, dass 
man ihre Differenzen und Differenzialquotienten unmittelbar angeben 
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kaao , so fdhren die ReUliooen dieses Paragraphen au speziellen SäU^r 
die aber nur so lange gelten, als die in ihnen vorkomm^den unend- 
lichen Reihen convergeat bleiben. Die letztere Bemerkung bat ihren 
Grund darin , . dass , nur convergente Reiben bestimmten en^chea 
Gr(to8en gleich gesetzt werden dürfen nnd folglii^h die ganzen, aai 
Faden der Gleichungen fortlaufenden Betrachtungen dieses Paragraphen 
in letzter Instanz jene Befugniss und mit ihr die Convergenz stillschwei- 
gend voraussetzen. 

Es giebt übrigens noch eine anderweite Beziehung zwischen den 
Differenzialquotienten und den Diff^enzen einer Funktion; da dieselbe 
an Wichtigkeit und besonders an praktischer Brauchbarkeit die bishe- 
rigen Relationen noch übertrifit, so werden wir nadi Voraussendung 
einiger Hülfssätze ausführlicher von ihr handdn. 

$. 10. 
Zwei Relciurslonsformeln für die Beriioulirsehen Kahleit* 

L Bezeichnen wir die Bernoulli'schen Zahlen der Reihe nach 
mit Bi , B^ , R^ etc., so ist bekanntlich für uK^n 

Bi B9 - . Bk ^ , 

«* + -r-?i o— rw^ + V o "^ ^'^ + 



«••* 



"~ 1.2 ' 1.2.3.4 ' 1.2...6 
oder wenn die kurze Ausdrucksweise 1.2 = 2*;1.2.3 = 3', 1.2.3.4 
^ 4' etc» angewendet wird 

111 Bi B9 n Bs. m 

— — — cot -^U ^ -^U + -J^W3 ^ _£.^5 ^ _ 



Diese Gleichung werde mit cosu multiplizirt und dabei auf der rede- 
ten Seite für cosu die gleichgeltende Reihe gesetzt; auf der linken 
Seite berücksichtige man, dass 

cot -^-u cosu = cot ^w (1^ — 2«w*-^ii) 
• = cot 4^u — sinn 
ist, man erhält dann 

cosu 1 -1 , 1 . 
5r cof "H-tt + -TT stnu 



u 2 2 • 2 



4S 



= i^u + 



B, 



?-«» + .... 



)( 






) 



('2' " ' 4' 

führt man die. auf der rechten Seite aagedeutete MuUipIication aus 
und substituirt för die links stehenden goniometrischen Funktionen die 
bekannten Reihen, so erhält man ohne Miuhe 
J^ _ 1 



- gr« + 



-¥ + 



+ 



iL 

2' 

2 1' 



U* — M* + 



+ 



iL 
4' 

i_JL 
2 3' 



+ 



6' 



^2 5' 



+ 



= 1-« + 



B 



3 Ä.3 



4 

2' 2' 



?-«» + 



6' 
2' 4' 



-1- lA 

"^ 4' 2' 



«* 



^ 8' 

2' 6' 

-f- 4. 4. 

_ JL:?L 
ff 2' 



8' 

n 

8' 

J_J_ 
2 7' 



M^ — 



+ 



"T" •••• 



+ 



und v^enn man b«ideneito die Coeffizicntea Ton v , m' > u' etc. ver- 

gleidit, so Ist ' 

B, IB. 

2* ~W ~ "W^ 



1^ 

2 

]_ 
2 

1 



1' 
1. 



+ 



_ ^_ i-- .L^_ 



2 ö' 

2 7' 



4' 
6' 



1" tif t** "~~ 



»1 

8' 



4' 

1 
6' 

}_ 

8' 



2' 2' 

4' 2' 

JL£l 
6' 2' 



2' 4' 
4' 4' 



+ 



6' 
2' 6' 



*1 

8' 



■ u. s. t , 

Achtet man auf diejenigen Iflieder, welche. sich beiderseits heben, so 
erkennt man leicht die Riclitiglieit folgender allgemeinen Gleichung 
1 1 1 1 ,»j : 1 B, 



'3 



2 (2»»-l)' 



(2»»>' 



(2m-2)' 2* (2»i-4)' 4' 



+ 



+ 



B 



am— s 



~ 2' (2m-2)' 



4< 



Durch Multiplikation mit (2m — 1)' ergiebt sich hieraus 

2 
2m-l 



1.2 



B, — 



2m 

(2m-l)<2m-a)(2m-3) 



1.2.3.4 



«a 



, (2m-l)(2m^2)(2m-3)(2m-4)(2m-5^ „ 
+ — ~ i tt « j g «» ''i — •••• 



1.2.3.4.5.6 

d. i. der Bezeichnung von BinominalkoefBaienten zufolge und nach He- 
bung mit -|-, 

1) —■ =^(2»-l),fi, - -|-(2m-l),B, + -|- (2m-i),B, - ... 



... + (-1)- 



(2m- 1). 



|.09«i— >•• 



II. Auf ganz ähnliche Weise gelangen wir zu der zweiten nach- 
her zu benutzenden Relation zwischen den Bemoulli'schen Zahlen ; wir 
gehen nämlich Ton der Gleichung 

eosH 1 , . / 1 ^ i 

u stnu \u f 

aus, setzen darin fflr eosu, rinu die bekannten Reihen, 



stnu 
1 



= -ir + 



2(2-1) „ , 2(2»-l) „ , . 



2' 



4' 



— eotu 



2»Ä, . 2«J, , . 
■« H rr—vr + .«. 



« 2' ' 4' 

und ßüiren die rediter Hand angedeutete Multiplication aus. E2s wird dann 



J 

1 

u 

+ 



;r¥ + 



2(2-1) 
2' 



1' 



2(2»-i) 



4' 

JL 

3' 



w 



2(2»-l) 



+ 



6 



J_ 

5' 



-ti* -^ 



I •■•• 



2' 



M + 



2*g, 

4' 

1 2»J, 

2' 2' 



«* + 



2«J, 
6' 

1 2*1», 



m" + .... 



+ 



2' 4' 

1 2'J, 
4' 2' 



»••• 



+ 
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bieraas folgt durdi Vo'gleichung der Coeffizienten von u 

V + (-1)- ^i^„.. ^ B.^ - 



(2m-l)' ^ ^ ' (2m)' »""^ (2»)' 

1 2^B i 1_^ 2«Ä, l 2»Äj 



(2»i-2/ 2' (2»n-4)' 4' ^ (2m-6)' 6' 

... — (-1)« 



2*"Ä,»-, 



(2m)' 
hieraus findet sich nach DiTision mit 2^ leicht 

(-1)" 2*M_„ 1 1 

*/ /rt_v. nii_< »sm— 1 = 



(2m).' 2*»-» '""• ~ (2m)'2*» 2(2m-l)'2*»-»' 
^ 2' ^-2)' 2*»-» 4'(2m-4)' 2*»-* "^ "" "^ (2»i-2)'2' 2» ' 



J. II. 

• • « • 

SitiiimimiAS einer Rellie ▼•» HHrerenaen« 

Wir nehmen noch einmal unseren ^uslauf von dem Theoreme 
Taylors , worin w jedoch das letzte Glied (Ergänzungsglied) der Reihe 
in Form eines hestimmten Integrales darstellen. Unter der Bedingung 
nämlich, dass F^^*\u) endlich und stetig bleibt innerhalb des Inter- 
valles « =: o; bis ti = 0? + A> ist 



1) JF(x) = ^F(a;) + j^^'i^) ••• + i^^*^(^) 



1.2.3 ••• H 



Setzen wir gleichzeitig ^ . . . 

F{x) = /(a^), f(x) ., /"(«) , •.., /( ^-%xy 
und n = 2tii » 2iti-l, 2m-2» ..., 1 
so ergiebt sich aus der Formel 1) die folgende Reihe von Gleichungen: 



1,2... ( 



+ ^ i^F^iö /^*^''(»+oA 
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"t/o 1.2 ...(2«n- 






1 .2 ... I 



+ / 1 . 2 ::.'Sn-2) /''-^'Hx+^)^^ 



Diese Gleichungen addiren wir, nachdem die zweite milÄ^h, die dritte 
mit Äji}, die vierte mit Ä^h^, .... die letzte mit iljm-i*^"* multi- 
plizirt worden ist, wobei Ä^ , Ä^ , ..•• ilsm^ gewisse numerische, 
?or der Hand i^er ntch «lAeaÜlDaite CoefiizieBtai bezeichnen. Es 
ergiebt sich jetzt durch Vereinigung der gleichartigen Grossen: 






• • ' ^ 



c/o Ll.2..(2m) "^ 1,2..(2«-1) t 1. 2 .. (2m.2) ^••" 

Die noch unbestimmten 2m — 1 CoefÜciönten ü| , ylj , ... A^m—t wollen 
wir nun so wählen, dass sie iden 2m — 1 Gleichungen 
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+ 4^ = 



1.2 ' 1 



1.2.3 ' 1.2 ' 1 

1.2.3.4 "^ 1.2.3 "*" 1.2 ^ l ~ 



1 ' + , ^ ^' .^ + .... + 4!!=3- + i»5=L = 



1.2.. (2m) ^ 1.2..(2»»-1) ' 1.2 ' 1 

Genüge leisten, was offenbar immer möglich ist, weil diese Gleichun- 
gen sämmtlich vom ersten Grade sind. Die obige Summirung nimmt 
jetzt, wenn noch zur Abkürzung 



t/o L (2m)' ^ (2m-l)' 



+ 



.... 4- ^m-|A^'(A-0 JpH-I)(^+f)rff 

gesetzt wird, bei umgekehrter Anordnung die folgende einlache Ge- 
stalt an: 

4) hf(x) + F(x.h) ' 

= Jf(x) + AihJfix) + AJi-^Jf"^) + ... -I- i4jm^Ä»'»-»^/t«<»-»)(x). 
Hier sind nun noch zwei Aufgaben zu lösen; zunächst muss man 
nämlidi F{x,h) auf die einfachste Form zu bringen suchen, damit 
man im Stande ist den Werth dieses Ergänzungsgliedes, oder wenig- 
stens Gränzen anzugeben, zwischen denen derselbe enthalten ist, aus- 
serdem macht sich noch. die wirkli^e Bestimnunuttg der Coeffizienten 
Ai , A^, .. A^m-i < d. h. die Auflösung der Gieidiungen 2) nöthig. 

Zerlegen wir das unter dem Integraizeicheo in No. 3) eingeklam- 
merte Polynom wie folgt: > 

^> y<*-^> - W' + (2m-l)' ■ 
i,A?(*-f )»?-'. . , i<«**(ft-f)'y-* ^,„-^A^«-'(A-<)« 

■^ (2m-2)^ "'' (2m-4)' !^ "" "*■ 2' 

6> ^ih-t) - •' '(2m-3)'-" -^ (StoTsT + ••" 

•••• \~ 



i,m_,»*— '(Ä-0 



1* 



so kann man F{x , h) wie folgt ausdrücken 

I 

«-X o 

Entwickelt man die Binome A— r, (Ä-r;^, .;.. (A— 0**^* auf gewöhn- 
liche Weise und fasst alle mit gleichen Potenzen von A* vergebenen 
Glieder zusammen, so findet man ohne Schwierigkeit 
ifih't) + V^(A-0 

= ""[-d^ + ^ + ^ + - + V] 



t . ' 



r^L(2«i-l)' ^ (2m-2)' ^ - ^ r ^ ^"«--»j 

Ä»»-v r 1 . ^1 , ■ ^y»-» Mi ,1 

+ — r-L-cäüW + l^i^v + - + ~r~ "^ ^"^ I 
A*^''* r t - . 4. ^1 . . ^««>-4 . i ~i 

^8fIm-3 r 1 I ^1 . ^» , 4 1 
- -^^JOr L'F + 2' "^ 1' "^ ^». 

+ (2TO-2)' L2' ^ 1' ^ *1 

■ A(2»-» r 1 .- " . 



+ 



jlm 



(2m)* 
d. i. wenn man die Gleicbungen 2) beröcksiditigt 



~ (2m)' ^ (2m-l)' 

■•■ (2m-2)' ^ • (2m-4)' ; ^ '" ^ -2' 

-L (2m^3)' "'" (2m-5)' ■*" -- "^ ' 1' • -'J* 
Vergleicht man aber die hier vorkommenden Reihen mit denen in 
]>{o. 5) ttod 6) i so erhält man die einfache Relation 

8) q>(h-t) + xp(h-t)'= q>{t) - t/;(f) 
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hieraus folgt für / « -|-Jk , xffi-^k) = — tf^i-^h) d. i, tpi-^h) == 0; 
vermöge der Bedeutung von tp(i) muss also hiemach für jedes ganze 
positive m 

(2m-3)' ^ (2w-5)' "^ - f r ^ " 

sein und daraus erhält man der Reihe nacK für »1=2,3,4,... 

itj = 0, itj = 0, i, = 0, .. ijVn-^ = ö. 
Berücksichtigt man ausserdem, dass aus der ersten Gleichung in 2) 
iti = — -^ folgt, so sind jetzt alle CoefYizienten von ungeradem In- 
dex bestimmt« Die CoefUzienten gerader Ordnung bestimmen sich nun 
aus der letzten Gleichung in 2), wenn man die für >4t.' ^a » ••. ^sm-i 
gefundenen Werthe substituirt. Es wird nämlich 

1 \ 



(2m)' (2m-l)' 

^ (2»»^)' ^ (2i«-4)' ^ (aw-6)' T ^ 2' ~ " 
oder nach Transposition der ersten zwei Glieder und Multiplikation 
mit (2m~l)' 
(2m-lM, + (2OT-l)(2mi.2)(2»»-3)i, + (2«n-l)(2»i-2) ... (2«-5)i, + ... 

. ... + (2i»-l)(8»»-2)...ai.t^*_, = |--5tL. 



Setzt man weiter fär ein ganzes positives r 

="■ 1.2.3.. (2r) *~ 2 r 1.2.. (2r-l) 
80 wird nach Hebung mit -|- und unter JKudi^icht auf die Bezeichnung 
der Binomialkoeflizienten 

4- (2m-l),ßi - i (2»»-l)3a3 + 4-(2«.-l),«5 — l.. 



woraus durch Y^rgleidiüng nfit der unter No. 1) nh §.l0» 'angegebenen 
RelatioR zwischen den BeirnoffiUi'schen' Zahlen sogleich 

(Hir^i - V-^ mithm A^ =. ' l .^.^..(ar; 
f^t. Nadi allen diesMi Bemerkungen ' haben wir nun unsere Uhter- 
suchung auf folgendea PuiAt gebracht. Es ist nach No. 4) 

4* 



st 

9) hrix) + F(x,h) = Jf(x) — -^Ufix) 

+ -^^m - -^^^^ri') + ... + '^St^-'r^'O 

und dabei weil tp(h-t) = wird wegen ^, = ^5 = ... =: ^jw-^ = ^* 

10) F(x,h) = / (p{h-t) f^^'^-^^Xx+Odt 
und darin 

/2m J^/2m— 1 



(2m)' *^ (2»n-l)' 

■^ 2'(2m-2)' 4'(2m-4)' "^ *•' '^ (2m-2)'2' 

Berücksichtigt man endlich, dass die Gleichung 8) wegen xp(t) = 
und t//(A-0 = in g>(h-t) = q){t) übergeht und bezeichnet man f(a?,Ä) 
mit — A, so ist 

12) hrix) = jf(x) — ^hjr(x) 

+ 1.2^' ^^^ 1.2.3.4^^ W+*.--H i.2...(2in^2) ' ^^^ 

und dabei 

13) R^ — i ()KO/^^+t)(a;+0*. 



■=-/ 



Die Grösse B, wddie min den Rest der Reihe in 12) nennen kann, 
bedarf nun noch einer näheren Untersuchung. 

üefftHetrachtiutg. 

Die Fimktion q>(t) , welche in dem Hegte jR vorkommt, besitzt 
eine Eigenschaft, die es möglich macht Gränzen anzugeben, zwischen 
denen der absolute Wertfa von B enthalten ist. Die erwähnte Eigen- 
schaft besteht nämlich darin, dass die Funktion q)'t) ^ innetkidh d«8 
Intervalles / = ]>is ^ = A ihr Vorzeichen ,nict|t ändert und iswar . ^ot 
sitiv oder negativ bleibt, je nachdem m gerade oder ungerade ist. 'Man 
erkennt diess leicht, wenn man der Reihe nach die Fälle m== I,2>3, ... 
betr^ohteU Dieser Untersuchung selbst. ttfiaMa wir jbdodi eine'Be^ 
merkung voraus9cbicken 9 welche $ich auf daa'Inle^l 



SS 



«^o 



9>(0* 



bezicfht, wovon wir später noch einmal Gebraudi machen werden. 
Aus der Eigenschaft g)(t) = ^(ä-O folgt nämlich leicht *) 

(p(t)dt =^ 2 f q){t)dt 




und wenn man in beiden Integralen für (p{t) seinen Wertb substituirt, 
so giebt die wirkliche Ausführung der Intc^grationen 

. ^1 



(2w+l)' ' (2w)' 

Aji^K^^-^ ÄJk^K^-^ A^h^h'^-^ 

■*" (2w-l)' "^ (2m-3y "^ (2»i-5)' "^ "•' 

^ 2(-i-A)^->-* 2i|A(-^A)^"> 

(2»i+iy "^ • (2m)' 

"*" (2m-l)' "^ (2in-3)' "^ (2m-&>' "^ ""* 

wo um grösserer Bequemlichkeit willen die früheren Coeffisieuten A^ 
welche durch die Gleichungen 

1) Ai = -5- , A^r = 



(^1)'-+*Ä,^ 



(2r)' 

mit don Bernoulli^schen Zahlen zusammenhängen, wieder benutzt wor- 
den siqd. Dividirt man die obige Gleichung mit ä*^"*"* so ist weiter 



*) Besonders anschaulich wird diess, wenn man an die geometrische Beden- 
long jedes bestimmten Integrales denkt. Das obige bezeichnet, wenn u=r (p{C) als 
Gleichung einer Curve angesehen w^'d, diejenige Fläche, welche die Abscisse A zur 
Basis hat, und von den Ordinalen <)P(0) , (p{h) und der Carve selbst begränzt wird. 
Wegen 5p(0 = gp(A'-t) besteht aber die Curve innerhalb des Jntervalles bis h 
aus zwei congruenten an einander stossenden Zügen, welche rechts und links von der 
zur Abscisse ^=^ "2"^ gehörenden Ordinate symmetrisch liegen, daher sind auch die 
beiden Flächen congruent, ' welche über den Strecken von bis •j-A und von -5-A 
bis A stehen. Die ganze Fläche zerfiiUt also in zwei gleiche Theile, voa denen das 
Integral 




den ersten über der 'Abscisse '^'A stehenden antdräckt. 



M 

2) l 4- ^ 

' (2m+l)' ^ (2m)* 

4- _ -^« . . 4. d« j ^— J- u. — 

^ (2Ht-iy ^ (2m-dy ^ C2W-5)' ^ •"" ^ 3' 

1 1 , ^1 L_ 

(2m+l)' 2*" "^ (am)* 2*^* 

Die Summe der auf der Unken Seite stehenden Reibe findet sich leicht 
durch die Bemerkung, dass das allgemeine Schema der Qeichungen 2) 
in §. 10. unter der Form 



-^1 , -^a _i_ i_ "^i»—! _i_ •^w— i 



+ ^^ + -TT-TTT- + ..•• + — sP- + 



(n+l)' ' «• ' (»-1)' ' 3' ' 2' 

dargestellt werden ka«a , woraus filr n = 2m und unter Berficksichti- 
gung von u4g = ji^ .... = A^»-^ ^ sogleich die gesuchte Summe 
folgt« Man hat dann aus No. 2) 



(2m +1)' 2^ ' (2w)' 2*»^* 
■^ (2m-l)* "2*»-> ■*■ 2«-8 2*«»-* ■•■ "" "•" 8* 2* 

Setzt man noch den Faktor A^+' zu, so ergiebt sich da^ ursprüng- 
liche Integral wieder nämlich 

h 




Um den Grad der Funktion q>{t) im Auge behalten zu können, wollen 
wir im Folgenden q>{^,t) für (p{t) setzen, so dass also q>i^ft) , q>H,t)f 
g>(6,t) etc. die speziellen Polynome sind, die för «t=s 1,2,3, ••« aus 
^i) = ^{2mpt) hervorgehen. Demnadi ist 

"^ (am-2)' ■•" (2m-4)' ^ "" ^ 2' 



$6 

• Tünr — ST» • yfü Av» I •••• 1 



(2m-4)' ' (2w-6)' ' 2' 

und es lässt sich nun zeigen , dass wenn 9)(2m~2,0 innerhalb des 
Intervalles ^ = bis r «s A sein Vorzeichen nicht ändert, auch ^(2m,0 
innerhalb dieses Intervalles einerlei Vorzeichen aber das entgegenge- 
seCa^ von dem des ^(äbn-2,0 besitzt . Hierzu bedarf es nur des Nach- 
weises, dass diese Etgeniscbaft fär das Intcn-vall ^:= bis 1=» \h 
statt find^, weil sie durch die Relation 9>(A-0 = 9^(0 sogleich auf das 
ganze Intenratl bis A ai»gedehat wird* 

Betrachten wir zunächst den DifiPerenzialquotienten voB9»(2m-2>0 
nämlidbi 

+ — ^ 



•(2m-3)' * (2m-4)' 

"T jc^_ g,, 1 TfT 7!fr, + •••• + 



(2w-5)' • (2m-7)' 1' 

und setzen wir voraus, dass derselbe während des Intervalles bis ^A 
sein Vorzeichen nidit ändere, so findet diese Eigenschaft audh bei der- 
jenigen Grösse statt, welche aus ^'(2m>2,f) dadurch hervorgeht, dass 
man letztere Funktion' mit An^^^iiA multiplizirt und zwisehen den Grän- 
zeii A = A und A := oo integrirt ^). Diese Grösse ist: 

+ ~~7f 



(2m-3)' 2m-l ' (2m-4)* 2fft-2 



*) Ein bestimmles laeegrat Ut bekanDÜich 4ie Grinse einer filemejitensainmo, 

n&mlich för ÄlSL -- J 
n 

/ß ^ _ 

tih)dh:^lim{d%(a) +^a+a) + ^«+2d) + ... + d^a^n^l9)\ 

also bedeutet die obige Integration nichts Anderes als Addition aller der Grössen, 
welche aus (Jy(2in-2 , l) hervorgeben , wenn man für A der Reihe nach A, A 4- v> 
A 4- 24|> A + 3#, in inf. setet und nachher d bi« tiir Gränze Ndl abaebmen Us^U 
Da aber i<\h, so ist ««ch l<^A. i<A + <J* t<,h.+ %d, ete. «nd hieraus 
erhellt «gleich die Richtigkeit der im.Texle aosgeaprochenen Bebviplung. 



5« 



"^ (2m-5)' 2w-3 "^ ••'* "^ 1' 3' 

und wenn man den Paktor A—^*"-^^ weglässt, so folgt, dass 



(2iii-3)' 2m-l (2m-4)' 2iii-» 



"^ (2»i-5)' 2m-d ■•" •• • "^1' 3 

einerlei Zeichen hat und zwar dasselbe wie 9)^(2oi-*2,0. . Das»dbe Vor- 
zeichen kommt offenbar auch Dem zu, was aus dem Vorstehenden wird, 
sobald man es mit dt maltiplizirt und zwischen den Gränzen t ^^^ t und 
f = -^A integrirt, weil hierbei ( iniB&er kieiBer als die obere Integca- 
tionsgränze \h bleibt. Die Ausfflihrung dieser btegration giebt: 



(2m-l)' ' (2m-a)' 

"** (2»-3y ■*" (2».-5y ■^•"•" "^ 3* 



-[ 



^2m-2 ^lÄ^^»»-» 



(2»i-l)' • (am-2)* 

"^ (2w-3)* "^ (2w-5y "^ •••• ■^. 3' J* 

Sondert man 'von der ersten Reihe den gemeinscbalUtcheB Faktor A^,"*~~^ 
ab, so ist das Uebrige nadi Formel. 3) summirbar,. indem. man dort 
m-\ für m schreibt* MuHiplizirt m^n noch mit t, so folgt jetzt, dass 
der Ausdruck > ^ . 



[ 



^2m-l Aiht^-^ 



(2wt-l)' • (2w-2y 

■^ (2m-3)* "^ (2m-5r "^ '" "^ ?~ "^ F J 

innerhalb des Intervalles bis ~-A sein Vorzeichen nicht ändert und 
zwar dasselbe behält mit q)'i2m-'2,t). Berucksid»tigt man aber, dass 
die vorstehende Reihe abgesehen vom Vorzeichen = f\2m,t) ist, so 
erhält man den Satz: „die Fuaktionen q)\2m-2,t} und ip\2m,t) än- 
dern innerhalb des Intervalles bis -^A ihre Vorzeichen nidit, das 
Vorzeichen der letzteren aber ist das Entgegengesetzte von dem der 
ersteren." Wenn nun q)*(t) positiv bleibt, so wächst q>{t) einem be- 



kannten Theoreme zufdge «ben so lange als ^'(0 das positive Zeichen 
behalt, da aber ^(t) für ls= verschwindei, so längt die letztere 
Funktion ihr Wachsthum bei Mttll an und bteibt mitbin stets positiv ; 
ist dagegen q)'(f) eine Strecke lang negativ, so nimmt y>if) eben so 
lange ab, da aber diese Abnahme bei Null anfangt, äo bleibt dann 
q>{t) negativ, es sind also q)\2m,t) und q>(2m,t) immer zugleich 
positiv oder negativ; dasselbe gilt natürlich auch von q)\2m-2,t) und 
g){2m-^2,t) und daher können wir den vorigen Satzt jetzt folgender- 
maassen aussprechen: „die Funktionen (p(2m-2,t) und (p{2m,t) än- 
dern während des Intervalles bis -^h ihre Vorzeichen nicht; das^ 
Vorzeichen der letzteren ist aber das Entgegengesetzte von dem der 
ersteren.'' Fangen, wir nun beim einfachsten Falle an, so ist för 
m= 1 

negativ von 1=0 bis r = 4-A, mithin ist .während desselben Inter- 
valles q)(A,t) positiv, (p{6,t) negativ u. s. f. also g){2m,t) .poisitiv oder 

negativ, jenachdem m gerade oder ungerade auslallt. Nach der frühe- 

> 

ren Bemerkung folgt daraus, dass qi(t^ während des ganzen Interval- 
les bis h einerlef Vorzeichen hat. 

.1. 

Wir wenden uns jetzt zur Betrachtung des Restes 



= — '/ f^^-^^{x+t)g>(t)dt. 



Nennen wir f m a und t=xß diejenigen Imierbalb des Intervalles 
bis h liegenden Wertiie von t, fnr welche f^^'^^\x+t) den grössten 
lind kleinsten unler allen den Werifaen anniBimt, die ihm innerhalb 
jenes MervaUes zukommen, so sind die Differenzen 

und f(^^%xH) — f^^^^Xx+ß) 

von entgegengesetzten Vorzeichen. Da nach dem oben Bewiesenen 
q^t) von ^=3 bis ^= & sein Zeichen nicht wechselt, so folgt hier- 
aus, dass auch 

[fi2n^i)(x+t) — fi^-^^\x+a)]q>(t) 
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▼on entgegengesetzten Vorzeichen sind. Dasselbe gilt Ton Dem, ivas 
hieraus hervorgeht, wenn man mit dt maltipiizirt und inneiiiaib d«r 
Gmaen r = bis f » A integrirt. Daraus aber, dass die Differenxen 




h 




f 



entgegengesetzte Vorzeichen besitzen, folgt dass der Werth von 

h 

zwischen den Grössen 

/(2m+t)(a.+tj) / g^(t)4t und Z^^^+^Haj+z?) / g>it)dt 
d. h. zwischen 

enthalten ist. Es liegt niithin 

Ä zwischen A^Jfi^'^^f'^^\x-Vtt) 

und i2mÄ^+^/^^-«-*Ha?+/?). 
Betrachten wir nun die Differenz 

und lassen wir darin r das Intervall i: = bis r = A durchlaufen, 
so wird dem Vorigen zufolge diese Differenz Tom Negativen zum Po- 
sitiren odcar umgekehrt übergeben, weil unter den Werthen >on t auch 
^6 r ^ or und t = /? vorkommen müssen. Vömuttgeaelit, das« die 
ganze Differenz eine stelige und endliche Funktioii von fr iarstellf, 
wozu Stetigkeit und Endiichkeit von /<^+^)(a;+T) von T=rO bis x^s^h 
gehört, so scbliesst man daraus, dass es einen Werth t' von % giebt, 
für welchen jene Differenz auf Null reduzirt also 

wird. Da A>>tr'>>0 ist, kann man t' ss Ih setzen, wo ^ einen po- 
sitiven ächten Bruch bezeichnet und dann hat man 

Setzen wir für A^m seinen Werth durch B^m^ ausgedruckt, so kön- 



nen wir das Endresuttat der ganzen Untersachimg in folgendem Theo- 
reme zusammenfaBsen : 

Bleibt der (2m+I)ter Differenzialquotient einer beliebigen Funk- 
tion fCu) endlich und stetig innerhalb des Intenralles ti = o; bis 
u^ss x+k, so gilt die Gleichung 

7) hf(x) = Jfix) — \hJf{x) 

worin X einen positiren ächten Bnieh bezeichnet« 

Es giebt noch eine zweite Form des Restes, die zwar der so eben 
entwickelten an Allgemeinheit nadisteht, aber wegen ihrer häufigen 
Anwendbarkeit wichtig ist. Setzen wir nämlich voraus, dass /('■^'^((v+r) 
sein Vorzeichen innerhalb des Intervallen ^=0 bis ^= A nicht ändert, 
und bezeichnen wir mit t=i a und ^ = 6 diejenigen Werthe von t^ filr 
welche q>(f) inneriialb des genannten Intervalles sein Maximum und 
Minimum erreicht, so lässt sich durch eine der vorigen ganz ähnliche 
Betrachtung leicht zeigen, dass das Integral 

8) f 9)(r)/<**+*)(a?+0A 
zwischen den Grössen 

9>(«) / /^•*+*>(a?+0* «nd fp(h) j /t«*+«>(a?+r)A 
d« h. zwischen 

und 5p(*)[/t*«)(a?+Ä) — f{x)] « fp{h)Jf^'^\x) 
enthalten ist. Das Maximum q>{a) und das Minimum ^(6) sind aber 
leicht zu bestimmen. Wir wissen nämlich, dass ip*{t) für ein gerades 
m innerhalb des Intervalles r :;== bis f = ^A positiv bleibt und folg- 
lich ^(f) während dieser Stredie immer wächst, sein Wadisthum mit 
dem Werthe 9^(0) «= anfangend. Femer ist tp{^h — r) = q>{t) , mit- 
hin ninunt die Funktion von t » \h bis ^ = A ebenso ab , wie sie 



in dem vorhergeheodeu lotervalle zugeBomfiien hat, sie muss Mglieh 
far I = -|-A ihr Maximum erreicheQ und ihr Miaipuim .ist ^(0) = 0. 
Bei ungeraden m dagegen ist q)'(t) . negativ von r = bis t ^ ^h 
und daher nimmt q}(t) wahrend dieser Strecke ab, seine Abnahme mit 
^(0) s==. beginnend. Aus g>(h-t) = q)(t) folgt hier gani wie vorhin, 
dass für ^ =s -^h die Funktion ihr Minimum erreicht. Wir haben 
demnach 

für g^ade m ^ y(a) = q>('^h) , g)(b) = .0 
für ungerade m , (p(ä) = , y(6) — 9>(-5-ä) 

und wenn wir beides zusammenfassen; so jtegt in jedem Falle das 
Integral 8) zwischen und ip('^h)Jf^^^ia^)\ wir k^juien daher 

setzen, w^ l cdnen positiven äd^ten Brach beaeichaet. fter Wertk 
von (pi-^) findet sich leicht nach einer früheren Fonaael; nach No*. 11) 
in §. 11. ist nämlich 

^ 2'(2m-2)' 4'(2m-4)' ^ *•*• ^ (2w-2)'2' J 

d. i. nach Formel 2) in §.10. 

Substituiren vrir dtesa in die Gleichung 0) und beruck'^ichtigeo , dass* 
jenes Integral negativ genommen den Werth von R darstellt, so ge- 
langen wir zu dem Theoreme: • 

Wenn der (2mH-l)te Differenzialquotient von f(u) innerhalb des 
Intervalles u ^^ x hh u ^=: x + h endlich und stetig bleibt, zu- 
gleich aber sein Vorzeichen nicht ändert, so gilt die Gleichung 
10) hfix) = Jf(x) — i:hJf{x) 
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ßenht man skh *vS der riechtea Seite noch den Ausdrnck 

zugesetzt, so verwandelt sich die Gleichung in die folgende 
11) ■*/(«) = ^«) — i*k//*(a;) 

^^ ^) t^22"»-* . ^J 1 2...(2m)^/ ^^^• 
Da 1>>A>0, so ist hier 

oder weil die linke Seite, kärzer durch i — ^zm^i «lusgedrÄckt wer- 
den kann^^ auch * 

1 2> A 22m— 1 - 1 >• -r 1 

« 

woraus man erkennt , dass der eingeklamm^He Paktor des letzten Glie- 

1. . ,' 
, Uten Werthe nach unter der Einheit liegt; 

in welchen Fällen derselbe positiv und in welchen er negativ ist,,ent- 

scheidet idch leicht, wen.n main in der g^nz allgemeinen vtonnel 7) 

m + 1 für m schreibt und das so Entstandene mit No. 11) vergleicht. 

Man findet so 

B.,„+ih^'. .r^.,,;. ^f.__- h^-l- ll *«<"-«*»"•• y//-..?(^> 
1.2...(2».+2)' ^(^+^*)- L^2««-» -ll.2...(2»).^'^^^^ 

d. i ..•••;'■ . ••• '• •■ • : 

. . .=T.~l^.ä^.7,^J 1^3... (2«) ./ . /<y^'.Ka^+Orf^ .: . 

Haben nun /'(2'»+*)(w) und /Ca^+^^Oi) innerhalb des Intervalles tt =^ a? 
bis u =' i + Ä gjeiche Votieichen , so kommt dasselbe Vorzeichen 
auch dem Megrale auf der rechten Seite zu, und folglich muss jetzt 

- ,;- . • '*' ..2«*— 1 '- *.'".. . *'•■•-.; 

negativ ' sein , weil sonst «wei von Null versdiiedtönef 9(ber mit entge- 
gengesetzten Vorzeichen versehene Grössen ^inand^r gleii^b seid müss- 



ten. Haben dagegen f^^-^Hu) und /(?»+«>(f*) ungleidie Voneicben, 
so folgt aus ähnlichen Gründen , dass 

positiv ausfallen muss. Setzen wir den in Rede stehendeil Ausdruck 
im ersten Falle = •^— x and im zweiten =1 + x, wo x immer einen 
positiven ächten Bruch bczeichuet, so haben wir das Theorem: 

Sei f(u) eine Funktion deren (2m+3)ter Differenzialquotient end- 
lich und stetig bleibt von 1« = a; bis u = x + A. Setzt man 
ferner voraus, dass /<^"^*5(i«) und /(*"+')(ii) während desselben 
Intervailes ihre Vorzeigen nicht wediseln, so ist, wenn beide 
gleiche Vorzeichen haben, 

12) hf'ix) = Jf(x^ ^ i-hJri^) 

und wenn sie- ungleiche Vorzeichen besitzen 

13) hf(x) = Jf(x) — ^hJfix) 

wobei immer x eine rwischen und + 1 fallende Gr6^se be* 
zeichnet; ... 
Sind also die aufgestellten Bedingungen erfüllt, so beträgt der Reit 
seinem absoluten Wertbe nach jedesmal wi^niger als. das zuletzt in 
Rechnung gebrachte Glied der Reihe, wodurch man unmer im Stande 
ist, Gränzen für den begangenen Fehler anzuheben, . 

Vereinigt man endlich noch in No. 12) das leUte Glied der Reihe 
dadurch mit dem Reste, dass man 1 — x = A ^etzt« sp erhält mim den Satz : 
Wenn der {2m+i)^® und (2m+3)te Dilferen^ialquotient von f(u) 
innerhalb des Intervailes u^s= x bis fi=s x + h endlich und ste- 
tig bleiben UQ,d wSbrend desselben gleid^eitig entweder positiv 
oder negativ bleiben, so ist. . 



14). . */»(«) «^ Jfim) — ^JfiiB) 



^ 1.2.3... (2»i) . /^ ^^^ 



(2»i) 

wo X eine zwischen und + 1 fallende Grösse bezeichnet. 
Hier madit also der Rest einen aliquoten Tl^eil desjenigen Gliedes aus, 
welches- folgen würde , wenn man die Reihe weiter fortsetzen wollte. 

• * • • • 

In den folgenden Paragraphen werden wir nun eine Reihe von 
Beispielen für die allgemeinen Theoreme dieses Ps^ra^aphen entwickeln 
und zwar werden wir solche wählen, die in verschiedenen höheren 
Untersuchungen mne wichtige RoUe spielen. 

CSiitwicfceliuiff von h : (e'^-l). 

Die einfachste Substitution, welche man für f{u) treJBTen kann, 
ist f{u) = e^ sie giebt für ein positives ganzes r ' 

und da f^^\u) für endliche reelle u sich continuirlich ändert ohne un- 
endlich zu werden und da ferner sämmtliche Differenzialquotientf n positiv 
bleiben , so ist;, nach No.. 14) im ' vorigen Paragrs^ibj^n für a^e mög- 
lidien o? und ä . , 

•"• ^ 1.2... (2m-a) . ^^T 1 . 2 . 3 ... (2m) ^*^ ^^ 

oder nach beiderseitiger Omejpi)' lait («^-l)ef 

^ " - / e*-l • . ^^ 

■^ 1.2 1.2.3.4 "T" ""."^ 1.2.3.... (2m-2) 

(-l)'»+UB,«-i&*» 
,. 1.2. 3. .,(2«») 



Es liegt nun der Gedanke sehr nabe, diese Reihe in V Unend- 
liche rortzusetzcii , so dass nach Transposition" des Restes und durch 
Uebergang zur Gränze du* unendlich wachsende m 

"*■ 1.2 1.2.3.4 ■*■ 1.2.3.4.5.6 ~ ••" *" - • 

werden würde. Der links vorkommende Gränzwerth bestimmt sich 
leicht, sobald man sich erinnert, dass eine Funktion '4f(m) für un- 
endlich wachsende m unbegränzt ab- oder zunimmt, jenachdem der 

^ ,. ^ V/(w+l) 

Quotient ^' — von einer gewissen angebJbareu Stelle an kleiner 

oder grösser als die Einheit wird und bleibt, oder jenachdem 
ausfallt *). In unserem Falle wäre nun zu setzen 

Da aber andererseits nach einer bekannten Eigenschaft der BernoulU^- 
sehen Zahlen 

, lim -1- -pr -f- 8»« ^ -r ~ 1.2,3... <2m) ^ 
also, die Summe der links stehenden Reihe kurz mit S,« bezeichnet, 

l . 2 . 3 ... (2m) "~ 32«»-«;r*» 
ist, so kann man an die Stelle der Gleidiuhg ' 3) die folgende äetzen 

Daraus ergiebt sich nun 19r unen^kh waclisedde in ' 

tpini) \-\27tJ Sjm J \27r/ 

wenn man nämlich berücksichtigt, dass lim [S.^m+a : Ä^m] = 1 ist. 



*) M. s. des Verf. Haiidbtrchl der Differenzialrechnung $.37. 



«I 

Für q— <* 1 also A <^ 2 tc wird jetzt d«m oben erwihnten Theoreme 

zufolge lÄmxffim) = 0^ mitliiii, weil l einen ächten Bruch bezeichnet, 
auch Lim [X i^(m)] «= und wenn wir dieds der Bedeutung von t^(in) 
gemäss für die Gleichung 2) benutzen, so ist 




1.2 . 1.2-3.4 • 1.2...6 
wobei der absolute Werth von & < 2 tt sein muss. 

Anders • gestaltet sich die Sache , wenn der «absolute W<»th von 
h ebensoviel oder mehr b^rftgt als 2 tt. Zwar behält die Gleichung 2) 
auch hier ihre Geltung, aber man kann jetzt die Reihe jiicht mehr 
in's Unendliche, fortsetzen ohne sie divergent werden m lassen und 
auf ein in jeder Beziehung unbrauchbares Resultat zu kommen. Will 
man sich die Muhe nehmen* den Rest mit Hülfe fies Integrales 

h 
o 

zu berechnen , indem man die hier angedeutete Quadratur ausführt, 
so kann man allerdings zu einem vollkommen genauen Resultate ge- 
langen , dieser Weg würde jedoch viel mehr Umstände verursachen als 
die direkte Berechnung der auf der linken Seite stehenden Grösse. 
Gleichwohl aber ist die Formel 1) in so fern brauchbar, als sie eine 
Reihe von Gräozen liefert, zwischen denen der Quotient h : (e*-l) 
enthalten bt. Denn setzt man der Reihe nach m = 2,3,4,.. so gel- 
ten die Gleichungen 

«k_l - * «" "^ 1.2 1.2.3.4 

— l a""r in lon*'" 



«»-1 * ■ 1.2 1.2.3.4 ' 1.2..6 

«»-1 ~ ' « ■•" 1.2 1.2.3.4 "*■ 1.2..6 1.2..8 



und aus ihnen folgen wegen l>k>0 die Ungleidiungen 



« . 



* <l_^fc+ '.*• 



TT -^ * 1.2 1.2.8.4 



STT ^ T* -r- 1,2 1.2.3.4 1.2..6 



-^j-y ^ 1 -5-» -t^ 12 1.2.3.4 ^ 1.2..6 1.2..8 

U. 8. W. 

Finden sich unter diesen ein paar benachbarte, welche in einer Partie 
DezimalateUea Obtreimtimmep , so hat man auf eben «o fiel Dezimal- 
ateUen aach die üakt stehende Cbrtaae berechnet 

Es veniietit nodk bemerkt zn wm-den, dass die Formel 4) zu 
einer independenten Bestimmung der BemouHi'sdien Zahlen benutzt 
«terden liann, sobald man die auf der linken Seite stehende iNinktion 
von h mittel des Theoreme^ von Mae Laurin in eine nach Potenzen 
von k fortschreitende Reihe verwandelt und die Coeffizienten beider 
Reihen mit einander vergleiclit. Ffir 

ist nämlich zufolge des eben erwähnten Satzes 

und wenn wir diess mit No. 4) vergleichen, so ist offenbar für m>>l, 

Wollte man den rechts vorkommenden Differenzialqnotienteii auf ge- 
wöhnliche Weise zu entwickeln ?ersuchen, 8t> erhielte man denselben 
unter der vieldeutigen Form -^ und wir mAssen daher einen anderen 
Weg einschlagen. Setzen wir 

so ist identisch, wie man leicht einsieht, 
mithin für eta gaazes positives n 



und für A = nacb Multiplikation mit 2" 

2»y(»)(0) = 9(»)(0) — i/^<«)(0). 
Hieraus ergiebt sich zwischen 9)(")(0) und t^C'*>(0) die Relation 

wo nun ^^*\9) offenbar nicht unter die vieldeutige Form ■%■ gerathen 
kann. Um also nach der Formel S) oder 

die BernouUi'schen Zahlen berechnen zu können, müssen wir zunächst 
i^*)(0) entwickeln , was auf folgende Weise geschieht. Zufolge der 
bekannten Formel 

d!^(uv) • d*t? , du d^h dhi c("^*ü 

ergiebt sich zunächst 

und wenn A =: genommen wird 

8) ^W(O) = «-^|-ji^| , (fürA = 0). 

Man hat femer durch wirkliche successive Differenziation 
d ( 1 \ -e* . d» / 1 \ «»-c» 

dA \ «*+l I ~ (e»+l)* ' 1Ä''\ «»4-1 ) ~ («*+!)» ' "" 
wobei man leicht die Form dieser Gleichungen entdeckt, nimlidi 

d— ' / 1 \ 
dh*-* \ e*+l / 
ir,eC— 0* + Ä^,«<»-2)» + Jir,«f"-»)» + .... + Ä,-,«» 

^^^* ■ ■»■ ■■■■-!■ .1- ■ ^ ■— ^^^ ^ ■ ■ — ■ 1^» ■■■ ^ll» —■■■—■■■■ ^■. 1^ ■ » ■ 

(«* + !)* ■ 
worin Ki , K2 , «.. Ai» gewisse noch unbekannte numerische Goeflizieii- 

ten sind , deren Werthe auf folgendem Wege gefunden werden. Es ist 

9) (.»+,). ^|-^) 

= Jir,e(«-«)» + ATj««*-»)» + Ä,«<»-^ + ... + *,_,«». 

5* 



Ferner hat man für posili?e A ]> , 
_l e;^ 

folglich 



— . 0-h _ --1* 



4- <-* — ■ 



Hultiplizirt inan 4iese Gleichung mit (e^+1)*^^ ordnet rechts. Alles nach 
absteigenden Potenzen von ^^ so wird 



(-i)-'(*»+i)--^(^) 



, . + [3»-» — H»^-« H- »aJ««»-»J* 
— t4"-* — »i3"-* + na2»-» — «,]€«•-•)* 

+ 

wobei rechte das mit «^ rersdieiie UKed das lotste sein muss , wie in 
No. 9). Für A =s wird nun 

*•-» / 1 \ 

-rfiF^(lHi) . (* = «) 

oder wenn wir die Bezeichnung 

10)' ip = r-« — «i(i»^ij«-* + ii4(f-2)*-« — .... 

einführen, 

(-l)n-l / « « A n . 

=== — 2» — i * — ** ^ ^* — ''* "'' *"'( 
Hieraus ergiebt sich endlich nach 8) und 7) für n = 2ffi 

"am-i — 2**'"*(2*"-i) (^ ^ i" **! — —.j 
wie zuerst J^ac« gezeigt hat. 



§.14. / 

SSatwIckeliuif von r{x). 

Als zweites und gehr wichtiges Beispiel betrachten wir diejenige 
Punktion, welche durch die Gleichung 

1) q>(u) = / ^'^e-^d» 




definirt wird uni für welche man die ausschliessliche Bezeichnung r{u) 
eingeführt hat. In dem Falle wo u eine positive ganze Zahl ist, lässt 
sich der Werth des Integrales rechts ohne Schwierigkeit, entwickeln 
man findet nämlich 

2) Jn(i) = i, r(2)=:i, r(3)=i.2, r(4)= 1.2.3, .... 

r(it) = 1,2. 3... .(fc-i) 

für andere u dagegen bildet r(ü) eine eigenthümliche Transscendente, 
welche für positive ti stets endlich und stetig bleibt, für jedes negative 
IC di^egen unendlich wird. .Ferner besitzt dieselbe folgende für unsere 
Entwickelungen wichtigen Eigenschaften *). 
3) r(u+l\== ur(n) 

- , drin) ^, ^ Mr{u) / y r «^ g-*^ 1 

Dm uuB die Formeln des §.12. anzuwenden, setzen wir /(m)= »(m)' 
es ist dann 




*) Theorie and Tafel der ebeäso wichtigen als interessanlen Gammafnnktionen 
findet man in des Verf. Werke: Analytische Stodien. 



f^(u) = i da, "'*""" 



=/ 



1-«-" 



überhaupt für ein gantes pctoHi^M r 



f. 



l-e 



.— fti 



Nehmen wir weiter A = 1 , so wird 



at> 



und den Werth des Integrales rechts findet man, wenn man in der 
Gleichung 1) ii = 2r und ^= uto setzt; es ist nämlich 

r(2r) 1.2.3... (2r-l) 



Jfi^^u) = — 



m * * ' « I t 



Berücksichtigen wir nun, dass för Jedes positive u die Funktionen 
^2m+i)(||) unj /t>"^>)(||) endlich und stetig bleften und durchaus 
dasselbe Vorzeichen besitzen, so ist jetzt nach der 14teii Formel in 
§.12. und' unter der Rücksicht, dass Jf(u) = lT\u+l) — »A«) 
= lu ist, 

dfrcic) _ ,1 Ä, 1 Ä, 1 

•••• » f* e\ ' ■ V,- ^ ~ "T" 



2»-2 a?*»-* ' 2m «*» ' 

Um hieraus eine JF*ormel für ir(x) und dann für r(x) abzuleiten mul- 
tipliziren wir überall mit dx und integriren zwischen den Granzen 
X =: X, X '=■ a, yfo a eine positive noch unbestimmte Grösse bezeich- 
net; es wird dann 

ir(x) — ina) - (<r— -f) tx—x — K*—i-) ta^a] 

^1.2\aj aj 3.4 \a;» «»/^5.«\x» a* j 



• ••• 



•••• rf" 



(2w-3)(2m-2) \ a?*«-» a*»»-« / "*" 2m ^^ x 



4^ 

2m 



Das zuletzt vorkommende Integral liegt aber wegen l^L^Q zwischen 
den Granzen . . • 
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und bildet daher einen BruchtheÜ ded letzten Ausdrucks. Nennen wir 
H eine zwischen und 1 liegende Grösse, so dürfen wir aus diesem 
Grunde 

/an 

sel^a und die rorige Qlejcliunf; )8>st sicl) nub durch Vereuiiguqg der 
Grössen 

ir(a) und (a— ^) i« - a = i / -^^ j 
in folgende Fonn bringen: 



^l.a\x •/ a.4\i»» •»/• 5.6\a>» a» / *• 

""'" (2m-3)(ain-2)\ »»«»-» "«»*-«|'^ (2«-l)(a») \ai*^« '•?«-* /' 
Durch Ueber^ng zur Gränze fOr utaendlich wachsende a, wobei 

sein möge, giebt diese Gleichung 

8) ir^) == lÄ + (x—^) Ix — x 

■*" 172 T 5.4 "5^ "^ 5.Ö a?» ^ •^** "^ (2m-3)(2m-.2) a?»«-* 

(2m-l)(2m) x^»^* 
und hier kommt es nifii noch auf die Bestimmung von Ä ap, dessen 
Werth offenbar ein endlicher und angebbarer sein muss, weil sonst 
eine bestimmte Grösse einer unbestimmten gleich sein würde. Setzen 
wir 

——3-- == tfr.f^ 
wo nun t^(oo) = i4 ist, »0 haben wir 



( 

tl/(2a) . ~ e»- • . r(2a) " «^i<a+-i-)- 

oder wenn wir nach möglichster Hebung die Formel 4) anwenden 

Lassen wir a in's Unendliche wachsen and berücksichtigen^ dass erstlich 

und dass zweitens der GränzwerUi der linken Seite = — j- e= Ä bt, 



so ei-giebt sich A = yf27i und nach No. 8) 

9) ir(,x) = ^ t(2?r) + (X — 1-) te - X 

"r 1 O ». 4 /l «S ■ !i A »S •— f 



1.2 X 3.4 X« ' 5.6 X» "•• ' (2m-3)(2m-2) «**-• 

■^ (2m-l)(2«i) x*^«' 
Durch beiderseitige Addition und Anwendung der Formel 3) wird hier- 
aus noch 

10) ir{l +x) = -^ l{2ai) + (« + ^) te — X 

"^ 1.2 X 3.4 X» "^ 5.6 X« ■•' ^ (2»-3)(2»-2) x 

(-l)'»+'xB,»-t 1 

■'' (2m-l)(2m) x*»-' ' 

Um nun zu JXl+x) zurädczugelangen, setzen wir 



1.2 X 3.4 X« ' 5.6 X» (2»-3)(2w-2) X 

+ — (2m-l)(2«) 1S5S=T = '*^*''") ' 



lind dann findet sich ohne Schwierigkeit 

12) r(l4-x) = ^ü/-^]r««<*'">. 

Wollte man auch in diesen Formeln die Reihen dadurch zu unendli- 
chen machen, dass man m unbegränzt anwachsen Hesse, so würde 
man auf kein brauchbares Resultat kommen, denn es lässt sich leicht 
zeigen, dass der Ausdruck 



18 

(2»-l)(2m) 'x^ 

für jedes endliche b^timmte äs unendlich wird, sobald m in's Unend- 
liche zunimmt und diess wirde dann zu dem nicÜtssagenden Resultate 
führen, dass ir(l+^) + ^ gleich einer fteihe wäre, welche von einer 
gewissen Stdle an divergirt. Gteichwohl M>er sind die Formeln 10) 
und 12) höchst brauchbar, weil sie jederzeit Griazen angeben, zwi** 
sehen welchen der Werth von ir(l+a^) oder r(\+x) zu suchen ist. 
Nach No. 10) hat man z. B. 
ir(l -f-x) > \ l{2at) + {x+\) to - a? 

ir{\+x)<\l(27t) + {x+\) te~ ar + ^ i. 
tra+o?) >^i(27r) + {x+\)lx-x + ^ 1- A. ^ 
/r(l+a.)<i.|(2;r)+(a,+i)te-a; + ^i.-^^ + ^^ 

U. 8. W. 

Ist nun as eine nur einigennassen grosse Zahl, so nehmen die Glieder 

ns A.1 A-Jl l^L 

^' 1.2 X ' 3.4 X* ' 5.6 X* 

offenbar eine Zei^ lang ab , weil anfangs die Bernoulli'sdien Zahlen fal- 
len und erst später bedeutend zu steigen anfangen*^); es werden also, 
die Gränzen, zwischen welchen ir(l+x) enthalten ist, sich anfangs 
einander nähern und erst von einer gewissen Stelle ab sich vo>n ein- 
ander entfernen. Für die praktische Berechnung ist es natfuiich am 
vortheilhaftesten , dasjenige Paar von Ungleichungen zu wählen, deren 
rechte Seiten am wenigsten von einander verschieden sind , bei welchen 
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Die Bernoolli'schen Zahlen Bi , 


Bz , 


... B25 sind nftmlich 


1 


1 


1 


1 


5 


691 


7 




6 


' 30 


' 42 ' 


30 


' 66 ' 


2730 


' 6 ' 




3617 


" » 


43867 
798 


9 


174611 
330 


f 


854513 
138 


236364091 


510 


2730 








■ 


8553103 
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also die Granzen für ir{l+x) einander am nächsten stehen. Diese 
Stelle lässt sich mit einiger Sioherbeit a ftiori besümmen; sie ist 
nimiiob da, wo das allgdmeine Glied der Rtihe IS) 

(2r+l)(ar+2) »^+* 
sekten U^nsleft Werth erlangt und nur wioaig van Null difflarirL Da 
nun das vorbergebende Glied 

i^it^i l 

(2r-l)(2r) a?^-« 

nur wenig grösser sein soll, so musa die Differenz 

(2r-l)(2r) a?*^* (2r+l)(2r+2) a?*^* 

beinahe gleich NiiU seit und daraus findet man naherungswei» 

l^iH-i _ (2r+l)(2r+2) , 
Ä,r^ "^ (2r-l)(2r) 

Andererseits hat die linke Seite den Werth 

(2r+l)(2r+2) 5y-n 

Nehmen wir den Quotienten S^r-^ : S^r beiläufig für 1 ^ so gii^bt die 
Substitution in die vorige Gleichung 2r(2r-l) = (27r)^', d. i. nähe- 
rungsweis V = nx. In dieser Gegend also findet man das kleinste 
Glied der Reihe 13). — Auch die Genauigkeit der Rechnung', d. h. 
die Grösse des Restes in No. 11. lässt sich schätzen, wenn man die 
Formel 12) auf ihn selbst anwendet Da nämlich für unendlich wadi- 
sende x 



r 



X^[_üf)!^J=. 



V27r A ^por-.^ 

ist, so folgt, dass für ein etwas grosses x die Exponenzialgrosse- 
^^(««m) beiläufig = 1 gesetzt werden kann und dann hat man nähe- 
rungsweis 

r(i-\-x) = V2^(— T 

oder für X = 2in 
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2m \** 



,^ / am \» 
1 .2.3 ... (2w) = 2 ylntTf I -^ j 

und folglich vermöge der Relation iwiaeh«^ i^sm-f ' ^^ 'S^sm 

1.2.3... (2iii) — _ ayü^ / awi W 

wobei S^m für 1 gerecboei worden ist. Substituiren wir diess in den 
absolutem Werth R^ de« Restes also in 



<affi-l)(2m) »««»-* 
so wird, (2m-l)(2m) für 4m^ gerechnet. 

Nehmen wir ms= r=: ttx, geben wir also bis zu der Stelle, wo das 
kleinste Glied den Schlttss der Reib^ macht, so wird 

1 



Ä' = 



e^^'^Tivo? 



W = — 27t(D — l7t — -^lX 

und hieraus lässt sich beurtheilen, auf wieviel Dezimalstellen ungefähr 
die Rechnung richtig sein wnrd', weil der Logarithmus von Jl' die An- 
zahl von Nullen kennen lehrt, welche hinter dem Komma zunächst 
stehen wurden. So hätte man a. B« für a?= 5, rs=^ 15 oder 16, so 
dass also 15 bis 16 Glieder der Reihe 11) zu berechnen wären, femer 
IR' = — 33 , 96 also log Jt^ = — 14 , 75 {ba$ 10) und hieraus ersieht 
man , dass der Rest kmen Einfluss auf die 14'« DezimalsteUe ausüben 
wird und man also nach Weglassung desselben immer noch 13 rich- 
tige Dezimalen übrig behfih. 

Um die to eken gönachten Bemcrkuagen mögliebst zu voran-« 
84ibaulidien, geben wir ein vollständig ausgerechnetes Beispiel mmI 
zwar tim selcbes^ bei wekshem eine Controle »6^ich ist Für m =: 3 
ist aus d0r Formel (12) 



1 



.2.3= V67r/^)Wm) 



7« 

und daraus findet man a fri§ri 

y(3,m) = (^log6 — '^logn + ^ log e — 5) : loj « 
==: 0,02767 79256 86. 
Benutzt man dagegen die Formel 11), so findet man der Rdhe nadi: 
lies GUed : . . . + 0,02777 77777 78 
2 „ „ ... — 0,00010 28806 &8 

0,02767 48971 20 
3„ „ ... + 32660 53 



»» 1» 



t» n 



0,02767 81631 73 
— 2721 71 

0,02767 78910 02 
+ 427 65 



0,02767 79337 67 
6 „ „ ... — 108 24 



0,02767 79229 43 
7„ „ ... + 40'21 



0,02767 79269 64 

ö „ „ • • . «U Du 



I ■ I » « » *i 



0,02767 79249 05 
9 f, tt , • • • 1 13 91 



0,92767 79262 96 
16 „ „ ... — ' U »8 



* 9 



0,02767 79250 98 
11 „ „ . . . + 12 81 



0,02767 79263 79 
hier, ist der Formd t ss nx gemäss das 10^« Glied d^S' kleinste und 
von diesem ab steigen die Glieder in's Unendliche hinein. Da nun 
der Rest immer einen aliquoten Theil des nächstfolgenden Gliedes be* 
trägt, so wird derselbe am kleinsten, wenn wir bei 9 Gliedtern stehen 
bleiben, so dass das nächstfolgende das IQ^e und kleinste ist. Wir 
haben daher für m =^ 10 



9(ß,m ?r »,02767 70SW2 9« 
-- x(0,OOOQO QOOM 08) 
94flr es ist 

9)(3,10) < 0,02767 70262 06 . 
und 91(3,10) > 0,02767 70250 OS. 
Das ariUiiaetische Mittel aus beiden CMnsea (d« h, der Werth x = ■^) 

g?(3,10) « 0,02767 7025« 07 
iHid die8$ stimmt mit dem vorbin. unmittelbar ge&indenen Worlbe von 
g> auf 10 Dezimalstellen überein. 

Wie gross die Hülfe ist, welche die Formel 10) zur Beurthei- 
lung hoher Zahlen darbietet, möge noch die folgende kleine ReAnuiig 
zeigen« Es sei o? s= 1000, und. um die natürlichen Logarithmen in 
künstliche zu verwandeln, multipliären wir die ganze Gleichung mit 
dem Modulüs der l^^teren IT ==" •43429 44810 ; es wird dann 
»logx =zz. 3000,00000 OOWO 000 

+ ^Ug X » 1,50000 ooeoo OOO 

+ -^k^g (2^) » 0,89006 M341 79ft 
-- «« » — 434,29448 19082 518 

+ ^^ — = + 0,00003 61912 066 
^ 4 = — 0,00000 ÖOOOO 012 



3.4 X* 



2567,60464 42021 328 . 
und da der Rest einen Brucbibeil de» letzten Gliedes ausmacht, so 
liegt l0§ ril+1000) zwischen 
2567,00464 42221328 
und 2567,60464 42221 340. 
hieraus folgt, dass r(l+1000), d. h. 1.2.3... 1000 eine Zahl von 
2568 Ziffern ausmacht und zwar sind ihre 10 ersten Ziffern : 40238 72600 ; 
demnach ist das Produkt 1.2 ... 1000 zwischen denjenigen zwei Zahlen 
«ntkalteß, welche aus 40238 72600 und 40238 72601 4ttrch Anhan- 
gen VQU 2558 MiMm hervorgehen. Eine soldie Griozbestnmttiig ist 
van vielem Werüie, wcail man ausserdem Jkein MHtel besitat um sich 
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von dem Endresultate einer s« enormen Multiplikation wie 1 .2*3 ... 1(M)0 
eine nur einigermassen ricliti(|;e Vbrstellang cu bilden. 

Die Reihe 11) giebt ein sehr gutes Beispiel ?on einer sogenannt 
ten halbconyergenten Reihe, man begreift ninriich unter diesem 
Namen diejenigen Reihen, in weiehen die 'Summe einer Yom Anfange 
an geredmeten und zunehmenden Partie ?on Gliedem sidi so lange 
einer bestimmten Gränze mehr und mdur nähert, als die Gliederan- 
zahl eine gewisse Grösse (oben f) mcht üb^rsclu*eitet, nachher aber 
sich Ton jener Grinse wieder entfernt; es sind diess also Reihen, w^ 
che anfangs convcrgiren, von einer gewissen Stelle an aber divergent 
werden. Dieses Phhnomai lässt sich leicht graphisch verNonlichen. 
bi nSn^di 

F(n) = «f + «1 + Wa + .... + Mn 
und denkt n»n sich die Gleichung y oi: F{n) dadurch geometrfeeh ooa ^ 
struirt, dass man n ab Absdsse void y als Ordinate ansieht^ so fia- 
den folgende Yerhältniaae statt« Bei einer eonvergraten Reihe ist für 
unendlich wachsende ti der Grinzwerth von F(fi) eine endfiche Girösse, 
etwa S , nämlich die Summe der «nuidlichen Reihe 1% + «t + etc. ; 
d. h. die durch die Gleichung y s F{u) diarakterisirte Curve nähert 
sich im weiteren Verlaufe mehr und mehr einer in der Enttarnung S 
zur Abscissenachse parallel gelegten Geraden, und die letatere bildet 
demnach die Asymptote der krummen Linie; bei einer halbconvergen- 
ten Reihe dagegen nähert sich die Curve anfangs auch einer in gewis- 
ser Entfernung parallel zur Ab#eis8enadise laufenden Geraden , diese 
Annäherung g^ aber nidit unbegränzt fort, sondern nachdem die 
Curve an einer gewissen Stelle (n = r) der Geraden am nächsten ge- 
kommen ist, entfernt sie sich wieder mehr und mehr von derselben. 

Vftlieraiicsform^ln Ittr ValKtorleUeii. 

Bei der Berechnung der Wdwsdieinlichheiten in raehrfadien Ver- 
suchen mti man bekanntlidi sehr häufig zu Formehi geführt, deren 
numerisciM AusfOhrung sehr lange md unbequeme Rechnungim erfor^ 



dert, fobaM eine in iimeit ^rkrninieiiide Zahl (die Menge der «ige- 
steUten Vetnudift) einigermasfien beMchlicb ist; sakM lofUcw*) hat 
diesen Uebelstand bemerkt und ihm durch Näherungsformeln abzuhel- 
fen gesucht, deren Beweis jedoch den jetzigen Anforderungen an strenge 
Begründung durchaus nicht mehr genügt. Nach den im vorigen Para- 
graphen entwickelten Formeln für tr(l+x) und r\l+x) hat es aber 
nidit die mindeste Schwierigkeit eine Tollkommen gründliche Ableitung 
der Laplace'schen Ausdrücke zu geben, da es sich bei denselben im- 
mer nur um die Berechnung sogenannter Faktoriellen wie fi(f4,+l)(ji+2) 
.... (fd+n-l) oder solcher Grössen handelt , welche aus diesen zusam- 
mengesetzt sind. Man hat nämlich nach einer bekannten Eigenschalt 
der Gammaflinktionen 

1) i^^^i^« a(a+l)(a+2) .... (a+it-1) , a positiv, 

und mithin 

2) i[a(a+l)(fl+2) .... (a+n-1)] = ir{a+n) — ir(a) 

wo sich nun die rechts stehenden Logarithmen . nHtielst Formel 9) des 
vorigen Paragraphen leicht um sa genauer berechnMi lanNin, je früsaer 
a ist. 

Ebenso leicht kann man eine Fonnd znr nfherungsweiseii Be- 
reekmmg nines beliebigen BimMnialkoef&Btnten 

1*2« 3 i»M« i ' 
lUfctellen« Für a»^ — 1.+ 1 upd n^9 giebt nämlich die F^Hwel 1) 
vorausgesetzt, dass fx + l ^ s i$t 

-^t^ = 0«-,+l)(/«-.+2) .... (^-l),i 

und doordi Divisitat mit Jn(<+1) =* 1.2.8....«, 

' fT/i-»+l)r(»+i) "" 1.2.3...« "'*' 

mithin 

i((i,y^ ifXji+i) - iniB-»+i) — ir($+i). 



*) Theorie andlytiqa« des probabiliUs , Utt« I. , ftecoode partie ; Chap If I. 



SiauntUche Logarithmoi der rechten Seite suid aacli Formel 10) des 
Torigen Paragrapheo leiciit zp eotwickela; aetit man nur AbkAmmg 
., , l __l l 

so hat man nSmlicb 
l(H^ = - i «(2«) + (^ + -jr) ^ — (f*-* + -i-) V-«) — (» + -r)'« 

^ (2m-l)(am) *•*"' 
Bezeichnet man zur Abkfirzung wie folgt 

°' ' ~ 1.2' 3.4'* "^ '••• "^ (2m-3K2iir-2) '«•^ 

(-l)«H-txg,^, 
"^ (aii-l)(2») 
so geht die vorige Gleichung in die nachstehende Aber 

und daraus findet man sogleich die widittge Formel 



«) i". = y" 



i^'^eT 



F&r die Wahrseheinlichkeitorecfanung ist nocb der Fall tob Interesse, 
wo /u eine ganze Zahl bedeutet und das Doppelte von $ ausmacht, so 
dass (2s), den mittelsten Binomialkoeffizienten des Exponenten 2s 
ausmacht. Für diese Speäalisinmg geben die Formeln 4), 5) und 0) 

- _ 2**-! 1 

«, - 2'-l g. 1 2«-l B, 1 y-i g, 1 

°^'~ 2 1.2«^ 2» 3.4«» a» 5.6 •» "^ •" 

(~l)*-'(2'»-»-l) . J,^ 1 

- + 2*»-« •(2«-8)(a»-2) »*"-* 

, (-l)'»»c(2'*-l) g,,-, _ 1_ 
"^ 2»»-« (2«-l)(2iw) «*"-• 

endlidi 

2*« 

9) C2»). = -^ •'. 
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Eine weitere Forderung , welcbe die Wahrsdieinlichkeitsredinung madit, 
betrifft die Angabe des grössten Gliedes in der Reihe, welche die Ent- 
Wickelung von 

nach dem Binomialtheoreme iür ganze positive f, q und r giebt. Man 
weiss, dass dieses Glied das (pr+l)^ ist, nämlich 

und hat nun nach No. 4), 5) und 6) tdr fi=: pr + qr, « = qr, 



ln^i 






1.2 • 3.4 » ' (2i»-3)(2»-2) 

■^ ("2m-l)(2m) """* 
und 



"-^'-v = /^ ■ S'±l^ .' 



woraus man leicht 

") (p+4)(P-N)r - y 2^«'- 

d. h. das Verhältniss des grössten Gliedes der Entwickelung zur gan- 
zen Entwickelung herleitet. 
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Zweiter Theil. 
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§. 1. 

Begriff und Beseleluuuigflweltfe der flummenreeliiiiuig* 

Vi« Sunraienredimiiig ist das Eatgegengesetzte der Dififeroizen- 
redinuDg, wesshalb sie auch öfters die umgekehrte Differenzenrech- 
nung genannt wird. Während es nämlich das Geschäft der Differen- 
Benrechnung war, aus der Natur einer Funktion den Betrag ihr^ 
Aenderung (Differenz) abzuleiten, liegt es umgekehrt der Summen- 
rechnung ob, aus einer gegebenea Differenz auf diejenige Funktion 
^uruckzuschliessen, weldhe sidi um eben diese Differenz andern würde. 
Fragte man z. B. nach deijenigen unbekannten Funktion f(x) , deren 
Differenz = («^-l)e^ wäure, so hätte man diese Funktion aus der 
Gleichung 

Jf{x) = (e*-l)«* 
zu bestimmen; man wird gleich errathen, dass hier f{x) =: e' sein 
muss, aber da ein solches Errathen nur in wenigen Fällen glücken 
und diess ohnehin kein wissensdiafiliches Verfahren sein würde, so 
bedarf es gewisser Regeln, nach denen man Gleichungen wie die obige 
auflöst Die EntwidEelung fieser Regeln bildet das Hauptgeschäft der 
• Summenrecfanung. 

Findet n«n überhaupt zwischen einer unbekannten Funktion f(x) 
und einer gegd>enen q>{x) die Gleichung 

1) -i^A^) = y(^) 

statt, so würde die Auflösung derselben offenbar zur Kenntmss von 
f{x) führen, und um diess durch ein Zeichen ausdrucken zu können, 
bedien^i wir uns des Buchstabens S in der Weise , dass 2q>{x) die- 
jenige unbekannte Funktion von x bedeuten soll , deren Differenz = ip(x) 
ist^ Aus der Gleichung 1) folgt dann 
S) fix) = Jq>{x). 
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Die Zeichen J und 1^ bedeuten also sich gegenseitig aufhebende Ope- 
rationen, denn sowie man für q>{x) in der zweiten Gleichung seinen 
Werth Jf{x) aus 1) substituirt, so wird 

f(x) = :^j({x) 

womit sich das eben Gesagte bestätigt. 

Der Grund der Benennung Summenrechnung (wofür Manche auch 
den Ausdruck endliche Integralrechnung brauchen) liegt darin, 
dass 2q>(x) in der That eine Summe von einer Partie Funktionen be- 
deulen kenn. Denn seW man in der Gleidmilg Jf^) ^^ ^{x) oder 

A«+i) - f{x) « ijp(iB) 
für X der Heihe nach die GrdBSM a , u^hp o + SA , ... « + («v»*-!)*, 
wo m eine gaaee positive Zahl beaeicbiiet» und addiri hioraul alle so 
entstehenden Gleicbungea 

fiü+h) — f{a) == V(«) 
AÄ+2A) — A«+*) ^ y(»+*) 
fim+U) — r(«+a*> ^M^+SA) ; 



f(a+mh) — f{a-\-m-lh) == (pia+m-lh) 
so ergiebt sich auf der Stelle 

3) f(a+mhi)~f(a) = g>(a) + ^ä+ A) + y((l+aA) + ... + ^(ü^mAk) 
oder für « + mA az 07, 

f(x) =s qp(«) + y(d+A) + ij^(a4'aA) +.,... + 9>(»-A) 

Es ist also fix) eme Summe uad swar voo Aon . vfr$ehiedeneA Wer- 
then, welche g>{z) erhält, wenn man % der Reihe naohut^ ai»« + A> 
a + iA, .«• JT -^ A a0(i^ D» der kß^mg dieM? Reihe, . nteiMch die 
Grösse a , willkührlich bleibt and a aicht von »- d)htngt » so spieH die 
letzte Funktion f{a) die Rolle einer willkuhrlidn^n Constanten# Dass 
man in der Thai befugt sei zu einer goAiideiieD Suüme f(x) noch 
eine arbüräre Gonstante Unaozusetzen, erbeUl auch ktcht unmittelbar 
aus dem Begriffe von 2g>(a!)^ .Wena %. B. f(xy ans dar GkidiiiBg 
Jf(x) ^ &%iih^l) bestimmt werden ftoU , so ist es ebenso riditig fix) 
= f* als = f* + C zu setzen, w« C eine beliebige fott x «nabbän- 
gige Grösse bezeichnet; denn e* sowohl als e* + C genügen der auf- 
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gestalten Differenzengleicbung. Versteht man überhaupt unter 2(p{x) 
diejenige keine willköhriic^e Grösse enthaltende Funktion von x, wel- 
che für f(x) mak^tibuki, «e GbioiMuig Jf(m) »= ^(a) erfüllt; so folg^ 
aus der Gleichung 

4) ^f(x) = 5p(») 

aligemeiner als vorhin die Formel 

.5)^ , fix) = S^ix) + C. 
Man kaqp aber noch weiter gehen. Die Befugniss nämlich, eine ar- 
biträre Constante hinzuzusetzen, beruht auf dem Umstände, dass C 
seinen Werth nicht ändert, wenn man x um h zunehmen lässt, upd 
folglich bei der Subtraktion von f(x) und f{x+h) wieder verschwin- 
det. Diese Eigenschaft kommt aber nicht nur den constanten Grössen, 
sondern auch gewissen Funktionen und zwar periodisdien Funktionen 
zu ; so ist z. B. 

«05 I -jp (X + h) j = cos 1 "T"^J 

und mithin ändert sich die Foiiktiop C0$ — r — nicht, wenn man x + n 

an die Stelle von x treten lässt;. es würde daher in dem schon. an- 
geführten Beispiele Jf(x) = c*(«*-l) auch erlaubt sein, f(x) = e* 

+ COS — T — zu setzen. Berücksichtigt man endlich, dass überhaupt 

Äc Fbiiktion mc&s — jr— , h'n —r — j dieselbe bleibt , wenn man x + h 

für X tubsiituiri, a# crheBi, im^ man ««s einer Gkicbung wie Jf{x) 
= g>(x) auch schliessen darf 

6) fix) ±=: 2^(x) + «^M^«— jj— > *^~Y~)' 

Von welcher (4rdste iiun C, oder von welcher Form die Funktion ifj 
sei, lässt sich in jedem einzelnen Falle ausmitteln, wo die Sumnien- 
rcchnung zur Auflösung einer vollkommen bestimmten Aufgabe benutzt 
wird; natürlich aber hängt diese Entscheidung von der JedeMiaHgen 
Individualität einer solchen Atifgabe ab imd steht desshalb* uAter keiner 
festen Regel. 
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Mkummmn der einfiicluiteii WhmkUkmmeau 

Nach der so eben aufgestellten Definition von 2g>(x) hat es keine 
Schwierigkeit eine kleine Tabelle zu entwerfen, welche für mehrere 
der wichtigsten Spezialisirungen von q)(x) die zugehörigen endlichen 
Integrale 2q)(x) angiebt Es ist hierzu weiter nichts als eine leicht 
Umwandlung der gewöhnlichsten Differenzenformeln nöthig. So habe 
wir z. B. 

J[x{x-h){x-2h) .... (x-nh)] - - 

— {x+h)x{x-h) .... (x-n-lÄ) — a7(a?-Ä)(a?-2Ä) .... {x-nh) 

= (ii+l)A . x(a?-A)(x-2Ä) .... (a?-n^A). 
Bei umgekehrter Ordnung kann man dafür auch schreiben 

a?(a?-Ä)(a?-2Ä) .... (a?-n-lA) «= J — ^ — ^ , /.,, ^ ^ 

(n+l)* 

und daraus folgt nach der Regel, dass eine Gleichung wie q>{x) = Jf(x) 

die zweite 2q>{x) = f(x) nach sich zieht, 

IV 'w / IX / aix / "^Ti\i x(X'h)(x-2k) .... (x-nh) 

1) :^a7(a?. Ä)(a?-2Ä) ... (a?-ji-lÄ)] = — ^^ — (n+l)h 

wobei man rechts noch eine willkührliche Constante hinzufügen darf. 
Setzt man 0?=: x' + (n-l)A, so erhält man sogleich 

2[{x'+n-lh)(x'+n-2h) ... a/] = -^—2: (n-f 1)A ^ 

oder wenn man die Faktorenfolgen beiderseits in umgekehrte Ordnung 
schreibt und die Accente weglässt 

2) 2I»(»+A)(*+2A) .... (x+iÄh)] = («'-*M^+*)^-(^4-irU) 
wie man auch dadurch findet, dass man von der Differenzengleichiing 

(w+l)A 
ausgeht. 

Man hat ferner die folgende Gleichung 

1 



x(x+h){x+2Jk) .... (x+mAh) 



(x+h)(x+2K) .... {x+tnK) x(x+k)ix+2k) .... (»+»-1*) 

mh 

~" ~ x{x+k)(x+^) .... (x+mh) 

wofar man umgdLehrt auch schreiben kann 

1 



x(x+k)(x+2h) .... (x+tnh) 

L «»* x{x+h){x+2h) .... (x+m^lh) J 
Hieraus ergiebt sich auf der Stelle die Summenformel 



1 



xix+hXa!+2h .... (x+mh) 
1 1 



mh x{x+h)(x+2h) .... (x+m^lh) 
oder wenn man n. — 1 an die Stelle Ton m treten lässt 

x{x+h){x+2h) .... (x+n-lh) 
1 1 



(ii-l)A x{x+h){x+2h) ,... (x+n-2*) 

Man darf Abrigens diese Formel nicht für n = 1 , d. h. m =s in An- 
spruch nehmen wollen. Denn der Ausdruck 

1 



x(x+h) .... (aj+jft-lA) 
von dessen Differenz wir ausgingen, enthält im Nenner m Faktoren, 
und darin liegt schon von selbst die Bedingung, dass m nicht = 
sein darf. 

An diese endlichen Integrationen algebraischer Funktionen lassen 
sich noch die folgenden auf transscendente Funktionen bezügliche an- 
reihen. Es ist Ja^=:- (a^-1)^ oder umgekehrt geschrieben 

a*-l o*-l 



mithin 



a' 



1 



Mittelst der Formel für J coi x überzeugt man sich femer leiclit von 
der Rkkti^eit der Gleickuag 

oder X — -^h für x geschrieben 

woraus die Suininenf<»rmel erhalten wird 

Ferner ist vermöge des Werlhes von Jsinx 

oder wenn man x — \h für x substitutrt 



J$in{x-'^h) . 5m(j?-i-A) 



CO« 

hieraus fliesst die Sammenformel 

Um nun auch die endlichen Integrationen zusamm^geselztbrer Funk- 
tionen ausführen m können, 'fcedflrferi wir einiger aügMianier ftcgelti, 
nach welchen das endliche integral einer ztsammcmgesetfllita Funkliim 
aus den Integralen ihrer einzelnen Be^tandtheile gebildet wird. 

••■ f. 8.' • 

' , • . - . t ■• » 

Allvemelne Revelii fiir die endliche Integration 

BUMWunengefletBterer Funictionen. 

•■■■•.' 
I. Wenn V, V, W etc. verschiedene Funktionen von x sind und 

■ * ■ 

JU = M, JV = V, JW = w, .... 
gesetzt wird, so folgt 

JÜ ± JV ± JW ±... ^ H ±v±w ± .... 
d. i. 

J(U ±V ±W ± ....) ^ n±v ±w ± .... 
Dem Begriffe des endlichen Integrales nach ergiebt sich hierauv^ 



•t 

u + r ±w ± .... = 5(tt ± • + « ± ....) 

•iat ab«r ««gm Jü = u angakehrt ü » 2m, «benso 
V s=i Sw etc., fdgiich darch AddiliiMi resp. SnUitiktioii dieMr GM- 
diuiigen 

£/ + r + IF + .-.. = Ä + Ä + 2W + .... 
and darcfa Vcrgleichung dieses Residtates mit dem vorhergehenden ent- 
sieht die leicht in Worte ibenetcbare Regel 

1) 2(u±v±w± ....) = Su± Sv ± Sw ± .... 

II. Ist Ar ein yonx anabhängiger, also consianter Faktor, so gilt 
bei derselben Bezeichnung wie vorhin die Formel 

J(kü) = kJU = ku 
folglich umgekehrt 

kU = 2(ku). 
Andererseits ist aber wie obeA ü = 2u, mitlün, wenn man diess 
substituirt und die beiden Seiten der vorigen Gleichong gegen eiaander 
vertauscht, 

2) S(ku) = k2u. ' 

ni. Um auch eine ähnliche Formel für das Produkt zweier ab- 
hängig variabler Grössen d. h. für 2(fiw) zu finden , verMiren wur foi- 
gendermassen. Es sei 

2(uv) = u2v + x 
wo X eine noch unbekannte Funktion von x ist. Nimmt man unter 
Rücksicht auf die Formel 

J(fq) = p^f + qJp + Jp.Jq 

von der obigen Gleichung die Differenz, so wird 

UV = uJ2v + Ju,2v + J%.J2v + J% 
= iw? + Ju*2v -h Ju.v + J» 

T 

d. i. wenn man Jz auf eine Seite allein bringt 

Jz = — Ju(v+2v) 
mithin 

s = — 2[Juiv+2v)] 
womit z seine Bestimmung gefunden hat. Nach dem Früheren ist nun 
3) S{uv) = uSv — 2[Jh{v+2v)1 



Für den ersten Augenblick könnte man glauben, dass diese Formel 
die Schwierigkeiten der angedeuteten SummatioB von uv eher yermehre 
als vermindere, weil sie die ursprün^che einfache Integration auf zwei 
andere nach einander auszuführende Integrationen reduzirt. Gleich- 
wohl zeigen spezielle Fälle, dass im Gegentheile es oft leichter ist, 
durch eine solche Theilung der Arbeit, wie sie die Formel 3) vor- 
schreibt, als durch Integration auf einmal zum 2äele zu kommen. So 
hat man s.B. iürii==x,v=:e' 

und nun nach No« 3) 



="-£r-4'(«'+-^P 






«»-1 



-i-^-i 



d« i. unter Anwendung der Formel 2) 

oder Tennöge des bdunnten Wertbes von St?' 

was man rückwärts leicht verifiziren kann, da nun umgekehrt 

sein muss. — Die in No. 3) entwickelte Regel für die endliche Inte- 
gration eines Produktes umfasst auch den Fall der Integration eines 

«1 

Quotienten, denn setzt man z. B« in — den Ausdruck — = v, so 

w w 

erscheint der Quotient — unter der Form eines Produktes uv. 

w 

Nachdem wir uns nun in den Besitz allgemeiner Kegeln gesetzt 

haben, welche die Integration complizirterer Funktionen offenbar sehr 

erleichtern, wollen wir uns nun mit der Integration der verschiedenen 

Klassen solcher Fuilküonen näher bescbäfligen. 



§4. 
Bndliehe iAtegvatton ««r »»ilon*len ffMiseii 

Bezeichnen wir mit Ä, B, C, .... M constante Grössen, mit 
ot, ß, y, •••• fi beliebige positive ganze Zahlen, so stellt deriUisdnick 

das allgemeine Schema aller rationalen ganzen algebraischen Funktio- 
nen dar». Aus der Bemerkung 

'lijLx'' ^^ Bj? ^ Cx^ + ..• + *«/*) 
= SiAx") + 2{BxP) + S{Cxy) + ... + 2{Mjf^) 
= XSr« + B2afi + C2a^ + ... + M2(J* 
geht nun sogleich hervor, dass es nur darauf ankommt, eine Potenz 
mit beliebigem ganzen positiven Exponenten zu summiren, oder Aber- 
haupt Sn^ zu bestimmen. Diess hat keine Schwierigkeiten, wenn 
man sich an die bekannte Formel der Differenzenrechnung 

erinnert, ivelche in der conq»^di$seren ?pm 

^(«-•+1) = (m+l)|a?«* + (m+l),««-*A» + (m+l),««^ V + .... 

.,.. -h (m+l).»apA« -h (••+l)mVi*"*+' 

dargestellt werden kann. Beiderseitige endliche Integration giebt hier 

Ä^+i = (m+l)tA2aj« + («H-l)jA»2'a^* + (m+l)i-2«*-« + ,... 

.... + {m+l)J?^Sx -h (••+1)«H4*"^*5^* 

und durch Transposition von 2!r^ auf eine Seite allein erhält man 

daraus 

(«+1),» (m+1), (»»+1)1 

was sich noch etwas kürzer ausdrfidten Usst, wenn niaoi üch erinnert, 
dass überhaupt für ein ganzes positivus k 



(m+l)t _ m(«i-l)(m-2) ... (m-k+2) 
(m+Di 1.2.8..,iir 

ist. Die obige Gleichung geht daim in. diq folgende über 

und dient als sogenannte Reduktionsformel , weil durch sie die Auf- 
gabe der Integration von a?"* auf die Integrationen von x^^K «•*""*, ... 
a;^ x^ zurückgeführt wird. I^etzt man der Reihe nach m ^ \, 2, 3, ... 
so erhalt man 

2» 

und hieraus ersieht man, dass sich successiv 2bo^\ lx\ Sx^ etc. be- 
stimmen lassen würden, wenn vorerst Sx^rs^ Jl b^aoint- irftre. tfun 

ist aber . - \ 



^** = 4- - iA2.» 



Sx* = -il -|-.2,Ä5*» — -f .2,A»2'a» 



^i4n=i?ii--^ = i 



(t)=^ 



mithin -r- = '-^1 == -Sc* ' 

n . 

und nachdem wir so a^ur Kenntoiss ven 2x* K^ldngt sin«^, gebon die 
vorhergehenden Formeln der Reihe nach 

n 

^* --TT--2"* 



Sx* SS ~- -X* -I —x*h —±h* 

U. 8. f. 

Um das Gesetz zu übersehen, nach welchem sich diese Ausdrücke bil- 
den, sind folgende Bemerkungen nOthig. Achtet man znnädist auf die 
Potenzen von o? und h, die in den obigen Gleichungen der Reihe nach 
vorkommen, so* scheint folgendes Gesetz obzuwalten 
1 • «m+t. l; 

worin i|, i,, i,^ .... gewisse nodi uiibehaimta: CQ^Svqent^ sind. 
Für die..Bii6tiinnniiig dte&er leUttfea\ kt dbi Jlenerkifiifg von Gewicht, 
dase nsm z« B. sdireiben kauft: 

-^^ -T k 2'^:*^6*a** «o.-älS''* 

'^'^-SA 2^6- 2^ 30 3.3.4 * ^4a'2Ju4.5.8* * 

u. s. f, 

woraus hervorzugehen scheiot, dass 

^^_ «!"•'•* J---..! w^ii . 1 w(m-l)(m-2) _ ^,t, 
^== (7S+1)Ä— 2-*^+TT^^^W 2.3.4 *^ * 

.1 m(m-0(m-2)(t»-3)(m-4) ^ ^,,, " 
+ S 2.{<.4.5:< '"'^ * - '•" 

wäre. Die Zahlen -|-/ ]s^, 4^^ *** ^^°^ ^''®'' ^'® erstetf ■ernoMH'sehen 
Zahlen und so kämisn wir rein induktorisch zu der Poimd 



n 



^^ ""^ (m+l)A ^ 

worin zur Abkürzung von den BinomialkoefBzienten Gebraueh gemacht 
worden ist. Dass die so gewonnene Gleichung in der That allgemein 
für jedes ganze positive m gilt, wird sich später zeigen , wo wir die- 
selbe, als Spezialisirung einer weit aHgemeinen Formel wieder finden 
werden. 

Es giebt übrigens noch eine zweite Form, unter welcher sich 
Saf^ darstellen lässU Da man nämlich jeden Ausdruck fon der Form 

xiX''h){»-2h} .... (x^nAh) 
integriren kann, so würde sich auch die Integration von af* bewerk- 
stelligen lassen, sobald man. eine Gleichung von der Form . 

4) 0?* = HiX + H^{x-h) + H^x^hXX"^) + .... 

.... + JJi»a?(a;-A)(d?-2k) ..;. {x-m-lh) 
aufstellen könnte , worin H^, ff, , .... Hm constante Coeffizieiiten be- 
deuteten. Denn man bitte nachher 

2a^ ^BiSx + H^2[x(x-k)] + Bi2[x(X'k)(x-2k)] + .... 

.... + HJS[x(x-h)(M-2k) ,.,. {x-m-lh)] 

und hier lassen sich in der That sämmtliche auf der rechten Seite 

vorkommende Summen mit Hülfe von Formel 1) in §. 2. entwickeln. — 

Um nun auszumitteln, ob eine Gleichung von der Form 4) möglich 

ist und welche Werthe von H^, jET,, .... Hm dazu gehören vfrürden, 

betrachten wir erst die einfachere Gleichung 

5) «*» = it« + /,«(«-!) + J,«(«-l)(«-2) + .... __ 

.... + Jm«(«-l)(«-2) .... («-m-l). 

Ihre Möglichkeit ist leicht einzusehen, denn denkt man sich die Mul- 
tiplikationen auf der rechten Seite ausgeführt, so wird 
«« t= J^% + /,(«»-«) + J,(«»-3«» + 2«) + .... 

.... + Jmifi^'CCZ^^^ + /J««-* — .... + f4M) 

WO a> /?, .... fi gewisse rein numerische und bekannte CoefiBzienten 
bedeuten. Setzt man difs CoefBzienten von x, x^, .... a?"^^ gleich 
Null und den von a^ gleich 1 , so findet Identität statt und zur Be- 
stimmung von Jf, Jji» •••• Jm ergeben sich die Gleichungen 



Vi 

J, -T- J, + 2/, — ... = 

u. s. f* 
bis zuletzt die Gleichung J^ =r 1 erscheint. Diess sind aber m Glei- 
chungen ersten. Grades zwischen den m Unbekannten J^, J^, ... Jm» 
und daher ist die Bestimmung der letzteren jederzeit möglich. Um 
aber auf einem kfirzeren Wege zu derselben zu gelangen, nehmen wir 
in 5) der Reihe nach s e= 1 , 2^ 3, ... ür, ... m nnd erhalten so 

2« = Ji . 2 + /j . 2 . 1 

3« = Ji . 3 + Ja . 3 . 2 + ^3 . 3 • 2 . l 



*« = J^k + J^kik-l) + JJc(kA){k--2) + ... + Jkk{k-l) ...2.1 



m^ = J|«i + JaWiC^-l) + /3«»(m-l)(m-2) + ... + /mW(m-l) ... 2.1 
Um aus diesen m Gleichungen irgend eine unserer Unbekannten etwa 

Jk zu bestimmen , multipiiziren wir die erste Gleichung mit — s= Xti , 

Jt(fc-l) 
die zweite! mit ■ « ^ ■ = tj, die dritte mit t,, ,.*,» die k^ mit Är^ und 

I . ^ 

nehmen dara^uf Ail^ mit wechselnden Zeichen ^&aimi)en; es wird sp 

IHi — 2H2 + 3*^*3 — ... + (-l)*-*ft«fe* 

= •^i(*i — 2*31 + 3*3 — ... + k.kk) 

— J2(l;2*2 — 2.3*3 + ^•**4 — - ± (k'l)k.kk) 

+ J8(1.2.a*3 — 2.3.4*4 + - ± (*-2)l*-l)*,**) 



+ M)^«fr(*.l) ..* 2.1.*fcJ*. 

Die auf der rechten Säte in Parenthesen eingeschlossenen Reihen ste- 
hen sämmtlich unter der gemeinschaftlichen Form 

1.2 ... s.ks — 2.3 ... (s+l)*,4.i + 3.4 ... (s+2)*,+, — .., 
und zwar wäre diess der Coeffizient Ton /«. Berücksichtigt man die 
Gleichungen 

L Jt^V V ^ (*-g)(*>5-l) ^ ^ 
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so lässt sich jener Coeffizient auch in folgende Gestalt bringen: 
jtjl.2...« — 2.3...s.(Är-s) + 3.4...5.(ilr-5)(*-s-l) — ...] 

= 1 .2.3 ... 8.k,[l — (*-«)i + •(*-»)j — (Ma — ..•] 
Die Summe der mit wechselnden Zeichen zusammengenommenen Bino- 
mialkoeffizienten ist aber bekanntlich = 0, so lange der Exponent (hier 
k — s) selbst von Null verschieden (also B<ik) bleibt; lür jedes s<^k 
verschwindet daher der Coeffizient von J« und mithin bleibt in der vor- 
hin erhaltenen Gleichung nur Jk übrig; nämlich 

IH^ — 2«*2 + 3% — ... + (-1)*-«*«*A 
= (-l)^n.2...k.kkJk. 
Ordnet man die Reihe links umgekehrt an und berücksichtigt dabei, 
dass kk = l> kk^ = ÜTi , ürjt--2 =• Htj etc. ist , so findet man jetzt 

wobei die eingeklammerte Reihe soweit fortgesetzt wird, bis sie von 
selbst abbricht. Nachdem wir so das Bildungsgesetz der Coeffizienten 
/i , /2 , ... 3m in der Gleichung 5) bestimmt haben , setzen wir da- 

selbst % z=L — und erhalten jetzt dureh Multiplikation mit V^ 

a?*» = J^h'^^x + J,Ä'«-2a?(a?-Ä) + J3A«^«a;(a;-A)(a?-2Ä) + ... 

... + Jm*®a;(»-A)(x-2Ä) ... (a?-mTA). 

Beiderseitige endliche Integration giebt jetzt unter Benutzung der For- 
mel 1) in §. 2. für n = 1, 2, 3, ... m, 

7) 2'a?'» = ■^/|A«-*a?(a?-A) + -J-JjA«-»a;(a?-Ä)(aj-2A) + ... 

..• + — ^J«A«-<«+*)j?(aj-2A) ... (ay-mA) 

womit unsere Aufgabe vollständig gelöst ist. So hat man z. B. für 
m = 4 

j, = -Li* = 1 



J, = -[Xr(ä* - 3i .2« + 3,. 1*) = 6 
und mithin 

« d 

+ ^x(a?-A)(«-2*)(a?-3Ä) + iyx(a?-Ä)(a?-2Ä)(a?-3A)(a?^Ä). 

Es giebt endlich noch eine dritte Methode zur Summirung rationaler 
ganzer algebraischer Funktionen und diese ist praktisch , d. h. wenn es 
sich um numerische Werthe handelt , die bequemste, obgleich sie keine 
elegante Darstellung in allgemeinen Symbolen zuUaet Sei nämlich 

8) /(a>) = 2(ia?« + Bx^ + ... + Mt^) 
so ist 

JfQß) = ia?« + BxP + ... + Mxf" 

und wenn man für x einen beliebigen speziellen Zahlenwerth a sub- 
stituirt, so erfahrt man hieraus fien Betrag von Jfid). Indem man 
nun auch in den leicht zu entwidLelnden folgenden Differenzen J^f{x), 
J^f(x), ... dieselbe Spezialisirung vornimmt, erhält man eben so leicht 
J^f{a), Jf*f{ä)^ ... und diese Reihe setzt man soweit fort, bis die 
Differenzen Null werden, was bei jeder ganzen rationalen algebraischen 
Funktion eintritt, sobald der Exponent von ^ den Grad der Funktion 
übersteigt. Substituirt man die so gefundenen Werthe von Jfia), 
J^f(ß) etc. in die bekannte Formel 

ftv -/ V j./ \ I ^-Ä v^/ N . (a^-a)(a^-Ä*A) \m^/ \ 

9) A») = /(«) + -ij^^M + — l.a.A^ ^^^^ 

+ 1.2.3.Ä» ^^""^ ■*' - 

so erhält man auf der Stelle die gesuchte Summe f(x) = 2{Aa^ 
+ Bx^ + •••) und der noch unbestimmte Werth von f{a) bildet darin 
einen Theil der willkürlichen Constante. Um z. B. Sio^'^-hx) zu ent- 
wickeln, setzt man 

fix) = 5(a?*-5aj) oder /(a) « 2(a*-5a) 

7* 
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woraus folgt 

Jf{a) = «> — 5a 

^/(a) = 2flA + A> — 5Ä 

J%a) =. 2Ä» 

J*f(a) = ^Y(a) = ... = 0. 
Nadi Formel 9) ist nun 

f{x) d. h. ^C«' — 5«) 

, (ar>a)(a?-fl~fc)(a?~g-2A) ^^^ 
+ 1.2.3.*» ^^ • 

Da o noch willkürlich geDommen werden darf, so können wir es auch 

= setzen, woraiü sich nun sehr einfach die Formel 

5(a?*-5a?) = <7 + ^x{x-h){h-^) + ya?(a?-Ä)(a?-2Ä)-i- 

ergiebt, bei welcher /(O) in die ohnehin zuzusetzende willkürliche Con- 
staute eingerechnet worden ist. 



findllebe Iiitesr»tion geliroehener r»tioiuiler 
»IgelirAiiiclier Fanktionen» 

Ontar den FnndamentaMbnneln des §. 2. befindet sidi nur ein« 
einzige (No. 3.)^ welche dicSummirung eines gdl)rochenen algebrai- 
schen Ausdruckes darstellt; da wir aber andererseits noch kein ande- 
res Mittel zur Integration zusammengesetzter Funktionen besitzen, als 
das ihrer Reduktion auf einfachere Funktionen, deren Summen be- 
kannt sind, so folgt aus j^ner B^aerkung, dass wir bis jetzt nur sol- 
che gebrodiene rationale algebraische Funktionen werden integriren 
können , die als Summen von Ausdrücken wie 

A B C ^ 

a?(ä?+Ä) ' a?(a?+Ä)(a?+2A). ' x(x+h)(x+2h)(x+Sh) * "' 

angesehen werden dürfen. Die allgemeine Form solcher Funktionen 
ist leicht zu finden ; denn bringt man sämmdiche Glieder der Reihe 



; • • • 
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1^ __d +_ 1 : + £ + 

^ xix+h) ^ x{x+h)(iD+2h) ^ a?(»+*)(«+2A)(»+3*) ^ 



a?(a?+.*)(»+2A) ... {x+m-lh) 
anf gleichen Nenner, so ist der Zähler 

i4(a?+2Ä)(a;+3A) .... {x+mA.h) 

2) + B(x+3A)(a?+4Ä) .... (a?+m^Ä) 

+ (7(a?+4Ä)(a?+5Ä) .... (a?+m-lÄ) 



+ Af 
und wenn man die angedeuteten Multiplikationeu ausfühil, so giebt 
das erste Produkt alle Potenzen des x von der 0^«» bis zur (^-2)S^^^ 
das zweite alle von der Oten bis zur (iii*3)ton etc. Ordnet man nach- 
her Alles traoh Potenzen von ic, so nimmt der Zähler die Form a-^ hx 
+ cx^ + .... + fraf^' an und daa in No. 1) au^estellte Aggregat geht 
in einen Ausdruck Ton der Form 

I 

o\ a + bx + ex^ + .... + to**^* 

x{x+hXx+2k) ...^(x+m-lk) 

über. Umgekehrt ist aber auch leicht zu sehen, dass jeder Ausdruck 
ron der Torstehenden Form — a, h, c, .... k mögen sein was sie 
wollen — nach dem Schema 1) zerlegt werden kann. Denn denkt 
man sidi beiderseits mit dem Nenner multiplizirt, sp ist 

u-h bx + ex^ + .... + ürj;*-"* 



= A(x+Ük)(x+U) .... (aJ+Mi-lÄ) 
+ Ä(a?+3Ä)(a?+4Ä) .... (x+mM) 



+ Ux+m-lh) 
+ M 

und wenn man beiderseits die Coeffizienten gleicher Potenzen von x, 
also die Coeffizienten von x^, x^, ... a?*"~** vergleidit, so erhalt man 
ni-2 Gleichungen ersten Grades zwische^i den it|-2 Unbekannten Ä, B, 

* • > 

C9 «•• üf» woraus die ^j^stimmung dierselben . jederzeit möglidi ist» 
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Nachdem man diese erlangt hat, führt die beiderseitige Integration der 

Gleichung: 

g 4- ft^ + cx^ + "" 4* *«^g^*^^ 



"" x{x-\-h) ^ x{x-^h){x-\-2h) ' jr(x-|-A)Cx-f2A)(jr-(-3Ä) 

.... + ^ _, 

j'(T+Äy(j:'+2Ä) .... (jT-j-w-lÄ) 

unter Anwendung von No. 3.) in §. 2. soj^eich zu dej* Summenfonnel 

. ^ a -{^ hx -\- cv^ 4- '"> + kjc^'^^ 

x(x-{'h){X'\-2h) .... (j:-f4»-lÄ) 

1^1 B 1 (7 



1 M 



••.. 



(i»-l)Ä j;(^4-Ä)jr+2A) .... <.r-f»i-2Ä) 
Um dieses Verfahren durch ^in Bei^iel 2su. erläutern sei: 
3 + 5a: i Ä 



j:(j:-f-Ä)(a:-|-2Ä) j:(j;4-ä) ' jr(jr+A)(a:4-2Ä) 

3 + 5jr = i(a-+2Ä) + 1? 
= 2Ah ^ B + Äx 
und aus 2Ah -)- B = 3 und i4 r=- 5 ergiebt sich = 3 — lOA . 
mitliin ist 

v___L±i£__ _ ^ 5 ^ 3 — lOA 

"^ jr(.r4-AXr+2Ä) "^ "^ jr(j:+A) "*" "^ jr(jr+A)(jr+2Ä) 

15 1 3 — IOä 



Ä X .. 2ä j:(a;-f-Ä) 
Wenn in der gebrochenen rationalen algebraischen Funktion, die wir 
betrachtet haben, der Zähler den (m-2)ten Grad übersteigt, so ist das 
bisherige Verfahren zwar theilweis noch anwendbar , führt aber auf eine 
uns noch unbekannte Integration. Betrachten wir zunächst den Fall, 
wo der Zähler ausser den Potenzen x^, x^, .... jr*'*~* auch noch die 
Potenz x^-^^ enthält, so ist leicht zu sehen, dass man in dieseiQ Falle 
setzen darf: 

g + ftjT -f- cx^ + .... + kx^^^ -f to»*-' 
x{x+h){x+2K) .... (x+m-lh) 



10S 

•••• I 



Denn bringt man beide Seiten auf gleichen Nenner und ordnet hierauf 
Alles nach Potenzen Ton J?, so erhät man m GletclHingen ersten Gra*- 
des zur Bestimmung der m Unbekannten Ä, B, C, .... N. Beidersei- 
tige endliche Integration giebt jetzt 

^ g + bjp -^ cjß^ + .... + kJC*^^ + to"*'^* 



= ÄS 



1 1 B IG 



X h X 2h x(X'\-k) 

1 " N 



(«i-l)Ä j:(j:+ä)(j7+2ä) .... (j:-|-m-2A) 
wo nun auf der rediten Seite Alles bis auf 2^ bekannt' ist. Hat man 

X 

endlich die Funktion 

4"*-^ + ^^ + •— + V^ 



j;(ar4-Ä)(jr4-2A) .... (jr+wi^lfc) 
zu integriren, wo n ^ m ist, so dividirt man zunächst mit {x-^-K) 



{X'\-%h) .... (a;-fiii-lÄ) so lange in a + ftjF + cjr^ 4" .... + ^xn bis 
die Dimension des Restes kleiner als die des Divisors wird; man er- 
hält dann ein Resultat von der Form: 

a -^^ hx -\- cx'^ -f" "" + P^ 
{x+h){X'\'2h) .... (x+mÄh) 
= a' -f- 6'JF + c'a?^ + ..., + flf'jr»-("»-^) 

a<' + 6"jr + c"jr« + .... -f k''x^^^ 



+ 



(x+h){X'\'2h) .... -f (x+m-lh), 
und nach beiderseitiger Division mit x 

o + ftjr -f- ca;* 4" — • + P^ 
x{X'^h)(X"{'2h) ^... (jp+m-lA> 

== -^ 4-:ft' 4- &x 4- ...: + j'jr«-»* 

• rt" -f ft".r 4. c^'x^ 4- .... 4- ilr"jr«»-* 



x{X'^h)(x+2h) .... (j?4m-lÄ) 
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und wenn man beiderseits integrirt, so sind redits alle Integrationeo 
bis auf die erste ausführbar. Um dieses Verfahren durch ein Beispiel 
zu illustriren, sei 

die zu integrirende Funktion. Man findet zunäcbst 

l + x^ x^ + l 

(jr+Ä)(ar-f 2ä) *~ jr* + 3xh + ZA* 

= jr' — 3jp*ä rj- Ixh^ — IS*' -|- ' ' 



jr2 4- 3jrA + 2ä* 
und durch Pivision mit x 

1 + x^ 



jr(jr+Ä)(jr+2Ä) 
= _.... 1 + „..- 3», + ,. + AiJ^i^ 



X * ' ' x(X'\'h) ' x{x-\'h)(X'\'2h) 

und hieraus ergiebt sich nun sogleich 

x(x-j-h){x-{-2h) X '• k \2 h i f 

Slh* 1 1 — 32fc^ 1 

h X 2ä x(x+A) 

und wenn man Alles auf gleiche^n Nenner bringt 

2 — ^ i" ^* ^ — iih^2^- 

x(x+h)(xJ^2h) ' X 

1 3 -f 90A» + 186fe*a? — 52A»x^ — 40A'x» + IO/mc^ — 23g^ 

6/1 x{x+h) 

Man sieht aus diesen Erörterungen, dass sich jede Funktion von der Form 5) 

1 

integriren lassen würde, sobald 2 — bekannt wäre. Ist der Nenner 

X 

der gebrochenen algebraisdien Funktion nicht von der Form x{X'\4i) 
(a?-|-2A) ...., so kann man mit dem bisherigen Mitteln die Summirung 
nicht ausführen. Noch weniger glüdU dieselbe bei irrationalen alge- 
braischen Funktionen , da unter uni^eren Fundamentalformein keine ein- 



1« 

zige voriiomint, welche cKe Integration einer irrationalen dgebraisdicn 
Funktion zeigte. Wie man sich in allen diesen Fällen zu helfen hat, 
werden wir spSter zeigen, wovon den ganz allgemeinen Mittehd der 
Integration die Rede sein wird. 

' ^hammlbhaoang von ^o*» ff^co^d? mtil d^nivtr. 

Nadidem wir uns mit den endlichen Integralen algebraischer 
Funktionen beschäftigt haben, betrachten wir die Integrale der Trans- 
scendenten, bei denen es ebenfalls eine Reihe von Fällen giebt, in 
weldien die bisherigen Mittel zur Summirung ausreidien. Wir werden 
diese Fälle, von denen schon die Ueberschrift einige naoihaft macht, 
der Reihe nach durchgehen. 

I. Nimmt man von dem Ausdrucke x^a^ die Differenz, so ist 

und wenn m als positive ganze Zahl vorausgesetzt wird , so kann man 
den (x-i-h)*^ in eine endliche Reihe verwandeln , aus welcher man 
ohne Schwierigkeit findet: 

J(jgf^a^) z=x (aM)x'*ö* + iii,Äa*x«*~*«* 

Beiderseitige endliche Integration giebt hier 

und wenn 2(x^a*) auf eine Seite allein gebracht wird, 
1) 5(x««-)- -^ 

Diese Gleichung dient als Reduktionsformel in so fer^ sie die Summi- 
rung von x^"**o*, af^^'^a?^ etc. zurückfährt Es ist aber J?(aJ*fl*) be- 
kannt nämlich 
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und nun erfaüt man d«r Reihe nach aus der obigen Formel fär m => 1, 

u. s. f. 
oder wenn man jede Gleichung in. ihre Nadifolgerin substituirt 

2) s{^^) ^ -^ - -^-^ 

JSl«»««) = .-5-5 Tn-rrr- + 



*'■■' ; » 



»-1 (a*-l)* ^ <a*-l)»^ 

u. s. w. 
Es folgt hieraus von selbst, dass man mittelst dieser Formeln jeder- 
zeit das endliche Integral S[(p{x)cF] finden kann, sobald q>{x) eine 
gamse rationale algebraische Funktion von x bezeichnet. So hat man 
z. B. 

2[(a+/?x+yÄ?*)a«l = a2aF + ßSixa^y + y2(x^a^) 

U. Mit einiger Modifikation ist das so eben zur Entwickeiunig 
von 2{xf^a?^) angewandte Verfahreii auch zur Bestimmung von ^x^cosx) 
und ^(jjf^sinx) brauchbar. Man hat n&mttch 

Jix"^ sin{x^)] ^ (x+Ä)««tii(a:+i-Ä) — a?««Xac-4A) 

und folglich wenn man nadi Division mit isin-^h integrirt und 
^(xf^co$x) auf die linke Seite allein bringt 

3) :S,x«co,*) = 2,,;^^ 

Gebt man Shnlich von der Differenz ^/[x^eos(x-^^)] aus, so findet 
sidi ebenso leicht 
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4) Kx^itnx)^ ^^^ 

Diese Formehi fähren immer tut Keantniss . Ton 2{x^e0$s) nnd 
S(Q^sinx)y sobald die Integrale 

S{a^^^cosx) , S(a^-^co$x) , .... SC^^coio) 

S(a^>*^hinx) , 2ia^-^iinx) , .... S(x^9inx) 
schon bekannnt sind. Setzt map nAmlich in No. 3) und No. 4) m = 1, 
so wird zunächst: 

Nun ist aber wegen ftn(x-f-|-i) = sinxcos-j-h -f* cosa7ftfi*|-A und 

^*(^H"^) = CO«dPCOS-J-Ä — «HdPWW-j-A 

J?cof(dp4-rA) = €0$-^h2cosx — $in-^hSsinx 
und da 2eo8x und ^smx bekannt sind [§. 2. No. 5) und 6)], so ge- 
ben jetzt die Formehi 5) die WerAe Ton 2(xeo8x) und 2{x$inx), 
nämlich 

V) ^{XCOSX) = s— ; — TT H 757-; — i— v* — 



gC05(g-4-A) , hiinix-^^h) 

Nimmt man femer in den Formehi 3) und 4) m s* 2, so wird 

_. . . x*$in(x^h) 



- 2i^{2A2[*«»»(«+i*)] + A*5«ii(«-f4*)l! 



2«tn-|A 



Man hat nun durch Zeiiegung 
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S[x$in(x'\--^h)] = eos-^kSixsinx) + sin-^hSixcosx) 
SlxcosCx-^-^h)] = eo8^h2ixc0ix) — 8iH-^h2(x$inx) 
und da nach 6) 2(xco$x) und S(xsinx) bekannt sind, so findet man 
zunächst 2[xftnx5m(d^■f-^)] und Slxcosix^-^h)]; substituirt man 
diess und die berdts bekninten Werthe ?on ^stn(j;-|-'l^) ^°^ 
I co$(x'\--^h) so findet man 2(x^cosx) und S(x*$inx), Wie man auf 
diese Weise weiter gehen kann erhellt nach diesen Bem^kungen leicht. 

Es giebt übrigens noch ein zweites Yeriahren um S(ßf^cosx) 
und 2{s^8tnx) zu finden und welches auf den bekannten Formeln 
cosx = ■|-(e**+«^) 

beruht, worin e die Grundzahl der natürlichen Logaritlimen und t = V-1 
ist. Man berechne hämlidi erst S(x^<f^ nach dem in L gegebenen 
Vorschriften und setze nun einmal a = (^ und darauf a = er*, man 
findet so 

^a;«(eO*] = ^(a?»«*»*) und 2[a^(e^y] == ^(x«<-^). 
Davon ist die halbe Summe: 

• ff •■ . ■ 

= 2(a^cosx) 

und die halbe Differenz dividirt durch t 

» -f 

Zu einer Mos schematischen Darstellung ist diese Methode hinreichend» 
tfi praa!;t aber wird sie etwas weitläufig. 



j. 7. 
IntegrAtion von eos^x, sin^x und Slmlielien FunMlo^en« 

Ebenso leiclit als sich die Integrale 2 cosx und Ssinx finden 
lassen^ kann maii 'auch die etwas allgemeineren S^ospx und Ssinpx 
bestimmen , worin p eine beliebige cofiwstante ^ahl bedj^ptet Jlßi^ 
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braucht nur zu bemerken, dafi$; ^(obM fx^ für o? gesetzt wird, auch 
jpA an cKe Stelle tob h tritt und dass folglteh i ^ - 

1) 2C0SVX -- 2«nipÄ . 

sein muss, was man auch umgekehrt leicht verififiren kann. Wäre 
nun eine Funktion 97(0;) zu integriren, von der man wusste, dass sie 
siph in eine Reihe von der Form 

Äcosax + Bcosßx + Ccoiyx + .... + McosfiX 
trerwandeln liesse, so würde die postulirte Integration ungemein leicht 
auszuführen sein , denn man hätte : 

2q>(ßc) = ÄScosax -|- B2co8ßx + •••• + M2 cos fix 
und hier kann man alle auf der rediten Seite vorkommenden Integra- 
tionen nach der Formel 1 ) bewerkstelligen. Dasselbe Verfahren würde 
anwendbar sein , wenA es sich um die Integration einer Funktion i/;(x) 
bandelte, weldie in eine Reihe von der Form 

Asina^ ^^ Bsinßx + Csinyx -j- .... -f- Ä^fn/tisr 
umgesetzt wf^rde^ künnte. In der That giebt es einige Funktionen der 
Art und diese wollen wir näher betrachtjen. 

1. Bezeichnen wir wieder V-l niit t* und seteen 
3) coix 9^^8inx .= M 

CO8X — isinx = V 
so ist 2co8X ^= te -f- 1? 'und mithin i2to8xy^ = («-}-*')** ^« !• 

und da man ebensowohl 2cosx = t; -f-tc setzen konnte, auch:' 

Addirt man beide Gleichungen, so kann man dem Aggregate leicht 
die Form geben: 

2(2 cos x)*^ == m^(u^'^v^) + »iiW»(tt«*~*+t?**^') 

+ fii,(ui?)«(ii«H»+»«»-«) + .;.. 

Nun ist aber uv =s €o$^x -^ f^stn^x s^ 1, tod ferner 

ti« 4*-^' = (cos a?+«fiiw?)« 4- (co««-:tJma:)« 
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d. i. dem Moivre'schen Theoreme sufolge 

u^ -^'n^si (cos qx'{'i$inqx) + (coi qs — iftuf») =s 2e9J qs. 
Unter diesen Bemerkungen folgt aus der obigen Gleichung für 9 :s «i, 
m — 2, m — 4 etc. 

2i2co$ai)^ s moScosMx -j* mi2co«(iii-2>e + mi2fos{m-4t)x + •••• 
oder nach Division mit 2**^^, 

4) cos^x =s -^leosmx + m|C0s(»i-2)a? + fn^cosim-A^x + — •! 

wobei die Reihe soweit fortgesetzt wird, bis sie wegen der Binomial- 
koeflizienten von selbst abbricht. Nimmt man beiderseits das endliche 
Integral und wendet rechts die Formel 1) für q -^^ m, m — 2, m — 4 
etc. an, so ergiebt sich augenblicklich 

5) 2cosn^x:=:^l ^^^^^ + m, 2«»^(i-2)* 

s^(m-4)(a?>-|^^) -| 

■'■^^ 2sm^(«^)* ■*■ ••••> 

Hierbei ist noch eine Bemerkung zu madien. Für ein gerades m näm- 
lich kommt in der Reihe 4) auch das Glied m 1 ^tos(mnm)x vor, wel- 

2 

ches constant wird, ihm entspricht in der Reihe 6) das Glied 

_ /|» 

Da aber 5[m_i_,co«(«i-m)a?l = mi„^ = mi_-r- ist, so muss an die 

2^ T™ "ST* h 



Stelle des unbestimmt vieldeutig werdenden GUedes der Ausdrudi 

X 

wi^-T- gesetzt werdeiL Für m == 3 und m = 4 erhält man z. B. 

»tn(-ä)(x-4^) - 1 

2ii'n(-|4) J 
oder kärzer 

8 L nn-fn nn-j^h -i 
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nni-2)(x-^k) tin(-4)(x-^h) 1 



2stM(-|^A) ' 2n'ii(-|-A) 

8 h IdL Mfi2A sink S 

II. Aas den beiden Gleichungen 3) folgt ferner 2i8inx = u — t; 
mithin (2t5mx)"» = (w— r)"» 

6) (2iiinx)^ = m^u^ ^— mtW*»-*» + iiijt<**-\)* — .... 

Ist nun erstens m eine gerade Zahl , so hat man (u-v)^ + (v^U;^ mit- 
hin auch 

(2f «tn«)"* = nia»"* — m|»**~H« + mjü"^V — .... 
Durch Addition dieser Gleichung zur vorhergehenden wird jetzt 
2(2t«na?)« = (u^+v"^) — mtWt;(w'»-*+ü»-*) 

+ mj(ut))*(ti'^*+ü"^*) — .... 
d. i. weil t = (-1)"F, 

(-DT"« r -| 

7) sin^x^ s= — /^ \eo8inx - «ii cw(i»-2)a? + insC05(m-4)« - .... j. 

Ist dagegen m ungerade, so ist (u-v)^ sss — (v^u)^ mithin 

— (2tsma?)"* = «loO** — m|t>"»~*i* + mjü"^V — .... 
und wenn man diese Gleichung Yon der. in 6) verzeichneten abzieht, so 
kommt 

2(2f5ina?)*" = (ti*"-0 — iiijMt;(tt"»~*-ü*»-*) 

+ iiij(wu)*(u**"'*-o**~*) .... 

Dabei ist ut; = 1 und 

ii9-t)9 == (cofjoß+tn'nf^) — {eosqx'isinqx) = 2tstfi]x 
mithin» wenn diess für q=zm, m-2, m-4 etc. benutzt wird, 
2(2t«na?)*** = 2istnmx — iiit2t«in(an-2)a? + m22t<tfi(«ii-4)x — .... 
und durch Division mit 2|*"*"*f, 

8) sin^x •= ^ |stnma?-iiii«n(m-2)«+mj«H(m-4)«-....|. 

Um nun 2sin^x zu finden benutzt man die Formel 7) oder 8) jenach- 
dem m gerade oder ungerade ist. Man hat im ersten Falle 



11t 

und im zweiten unter Benutzung von Formel 2) 

10) 2stn-x = 2^;^ L____ _ «^ ____^ 

■*■ "^ 25m^(m-4)Ä •-J 

wobei im ersten. Falle die vorhin über das unbestimmt scheinende 
Glied gemachte Bemerkung zu wiederholen ist. Für m = 2 giebt z. B. 
die Formel 9) 

^2 l\ iin2'x-^h) sinQix-'^h) sin(-2)(x-^h) l 

^stnx^ 4L 2sin^h 2sin0h ^ 2«m(-^A) J 

^x_ 1 sin2(x-h) 

A4 sink 

und für m = 3 die Formel 10) 

, 1 [ cosHx" ^h) _ jpaf(a?^-|-ft) cojr(-lXa?-5-A) 

^«na5==-g-|^ 2smlA "^ 2sm^Ä "^ * 25m(-H) 

cos(-3Kx'-4ä) 1 



25m(-|-A) 



"" 8 L sm-l-* «n-U i 



Da man eos^x und stVo; für sich in Reihen Yerwandeln kann, welche 
nach den Cosinus oder Sinus von Vielfachen des Bogens x fortschrei- 
ten, so muss sich auch das Produkt cos^x sin'^x in eine solche Reihe 
umsetzen lassen. Denkt man sich nämlich die MuIlipKkation der bei- 
den Reihen ausgeführt, so entstehen für ein gerades n lauter Partial- 
produkte von je zwei Cosinus und für ein ungerades n yon je einem 
Cosinus aus der ersten und je einem Sinus aus der zweiten Reihe. 
Derartige Produkte lassen sich aber immer in eine Summe oder Diffe- 
renz von zwei Cosinus oder zwei Sinus zerlegen , so dass jederzeit ein 
Resultat von einer der Fortiien : 

11) eos^x tif^x = Acosax + Btosßx -f- .... + Me0$fm 
eoB^jß iin^x = Äsinax + Bnnßo) + •..• + Msin/ix 
worin et, ß, y, •••• positive gimzeZahlen sind, zum Vorschein kom- 
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men muss , es lässt sieb mithin auch S{eo^iß sin^x) jederzeit entwickeln. 
So ist z.B. 
eos^x sin^x = -^-(cwSa? + 9cosx) . -^i — co82x + 1) 

= -^ ( — €08 3a? eo$2a: — 3 cos xeos2x + cos 3a? + 3 eosx) 
oder weil cos 3a? cos 2a? = -|-cosa? + -j-cosSa?, 
cos 0? cos 2a? = -^cosx + -2-cos3a?, 
cos^x sinh; == -^ ( — cos 5a? — cos 3a? + 2 eosx) 
und durch Integration 

:' 32 L stn-|-A sm\h s%n\h J 

Dagegen ist 
' cos'^x s\v?x = 4'(<^o«2a? + 1) . -|-( — siiiix + 3sfna?) 

■ 

= \ ( — sin 3a? cos 2a? + 3stn x tos^x — stn 3x + 3sma?) 
und wegen stii3a? tosix = \sin^x + -|-st«ia?, 
sina? cos2x = -^-sinSa? — \9mXf 
eos^x sin^x = |^( — sinSx -fstn3a? + 2stMa?) 
und 

^ ' 32L stn^h $m-fh stn-^h J 

Man kann übrigens noch ein paar Sehritte weiter geben. Setzt man 
nämlich in den bekannten Wertben yon 

2(xPcosx) und 2(a^sinx) 
XX für X also x(a?+A) für x+h, so tritt xA an die Stelle Ton h, und 
wenn man diese Substitutionen ausführt , so erhüt man demnach die 
Werdie der Integrale 

2{}^xPco8 XX') , 2(xfxP$in xo?) 
und durch Division mit xP auch die ?on 

2(xPeo8xx) und J^(a?Pstnxa?).. 

Daraus folgt, dass man auch jeden Ausdruck Ton der «Form xPeos^xsin^x 
integriren kann, denn man hat nach 11) 

2{xPcos^x sf n»a?) 
= Ä2(a^cosax) + B2(oiß'cosßx) + .... + MS{a^€0$f4x) 
oder im Fall n ungerade ist 

' 2(pcß^cos^x stn"a?) 

8 
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= A2{afsinax) + BS(aiPsinß3o) + .... + MS(afP9infix) 
wo sich nun die Integrationen rechts ausführen lassen. §6. ist 2. B. 
cos^x sinx =. -J^smop + Tfind«, miibia 

Es ist aber 

^(xstnx) - 2sin^ ^ {2siH-^)^ 

und wenn man 3x, 3A für x und A substituirt und nachher mit 3 
dividirt 

2sm-^h (2«n-|-A)- 

Die Substitution von 2(xsinx) und Sixsinix) führt nun sogleich zur 
Kenntniss \on 2(xc0S^i:p sinx)^ 

Bezeichnet endlich ^^x) eine gaoxe raüooiile algehraisehe Fufik-^ 
tion von x , so kann man auch noch die endliche. Integration 

Slq>(x)co8^x sitV^x] 
bewerksteUigen , denn vermöge der Bedeutung von q){x) muss dies« 
FunklioB von der Form 

axP + bx'i + cx^ + .... + gx' 
sein, wo p, g, .... < ganze positive Zahlen bedeuten« Man bat daher 

2[g)(x)e9s^x ^inf^a] 
= a2{o^eos^x sin^x) + b2{cfico%^<c nn*x) + »... + gS{$f^co$^x sin^x) 
und hier sind die auf der rechten Seite postulirten Summirungen nach 
den vorhin gegebenen Andeutungen ausführbar, wenn aach die wirk* 
liehe Aufstellung der völlig entwickelten Ausdrücke oft no<^ ziemlich 
weitläufige Rechnungen erfordert» die j^dodi keinerlei Schwierigkeiten 
darbieten. 

Hiermit haben wir' das Ende der Reihe von Funktionen erreicht, 
weldie sich in völHg geschlossener Form integrirea lassen; zivar wird 
man bei ganz speziellen Funktionen hie und da durch einen besonder 
ren Kunstgriff, den die Individualität der Funktion an die Hand giebt, 
noch die eine. oder andere Integration ermögücben, aUgemeine Regeln 
aber für andere als die bisherigen Funktiofien giebt es . nicht nuebr, 
wenn man die endlichen Integrale in ahges^ossen^ Ausdrücken dar- 
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gestellt wissen will. Verzichtet man jedoch auf diese Bedingung, so 
läsat sich eine nicht geringe Anzahl von Huirsmitteln zur endlichen 
Integration auffinden, welche eine beliebig grosse Annäherung an das 
gesuchte Integral gestatten. Bevor wir aber diese Untersuchungen er- 
öffnen, wollen wir erst die vielfachen Summen betrachten. 

Ute TielteHien endlichen Integrale. 

Der Uebergang von einer Funktion q)(a:) zu ihrem endlichen In- 
tegrale ist, rein analytisch betrachtet, nichts Anderes a]& eine Operation, 
mittelst deren man von einer gegebenen Funktiojn zu einer zweiten Funk- 

* 

tion fortschreitet. Man kann daher auch diese zweite Funktion als 
eine ursprünglich gegebene ansehen und auf sie wieder dieselbe Ope- 
ration anwenden, wodurch man auf eine dritte Funktion kommt, von 
dieser geht man auf dieselbe Weise zu einer vierten weiter und kann 
üb.erbaiq[it die durch i^s^ Z angedeutete Operation beliebig viebnal nach 
einander a\i${«hren« Man erhalt 30 aus g>{a:) der Aeihe nach die 
Funktionen , 

Sipix}, S[S<p(x)]. .2[S[Sg>{9)]], etc. 
welche man kürzer durch 

2q>(x), 2<^V^a?), 2<«)5p(rr), .... 
bezeichnet. Ist nun. z. B« ^f(ß) == q>ipo) > so hat man . umgekehrt 
Sq>(^) =?: /(op) > wozu man aber nocl^ eine willkürliche Constante C 
hinzusetze« d^rf, so dass allgemeiner 

S<p{x) ^ fix) + C , _ 
ist. ^immt man bei4er8eits wieder. das endliche Integra], so wird 

2i^^q>(x^ ;^, Sf(x) + CS?« 
oder wenn 2f(x) kurz mit fi(x) bezeichnet wird, 



S^Vtpix) = f,{x) ■+ Cy + Cf' 



wo C eine neue willkürliche Constante bedeutet. Hieraus folgt weiter 



2^^g)(x) = 2f^(x) + j^2x + C"^«* 



8 
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oder für Sfxix) = /i(*). 

Man übersieht leicht den Fortgang dieser Schlüsse und zugleich das 
Gesetz, nach welchem sich die Ausdrücke rechts bilden; man hat 
nämlich 

1) 2<«)9)(a:) = /(f^-o(^) + ^«"""* + ^i«*-* + - + ^»-1« + ^« 
iivorin i|, A,, ... A^i^^ willkürliche Constanten bedeuten. Hätte man 
dagegen bei den successiven endlichen Integrationen keine Rucksicht 
auf die willkürlichen Constanten genommen, welche man bei jeder 
Integration hinzufügen darf, so würde man der Reihe nach blos 

^"^(fix) = 2 fix) = f,{x) 
2^^)q>ix) = 2f,(x) = /i(x) 



d. i. überhaupt S^^q>{x) =: /(n-i)(^) erhalten haben. Ver^eicht man 
diess mit No. 1) , so ergiebt sich folgende Regel : „Wenn ein viel- 
faches Integral 2(^^q>(x) ohne Ruduicht auf willkürliche Constanten ent- 
wickelt worden ist, so geschieht die Complettirung desselben dadurch, 
4ass man noch die algebraische Funktion 

iijj«-* + ii,aj*-* + .... + Af^^x + An 
liinzosetzt, in weldi^ A^, A^, ...• An willkürliche Constanten bedeu- 
ten.^ Gewöhnlich schreibt man übrigens diesen Ausdruck in umge- 
kehrter Ordnung und giebt ihm dann die etwas elegantere Form 

2) C'o + C^x + C^x* + .... + Ct^af-K 
Wir wollen nun gleich die wichtigsten vielfachen Integrale betrachten, 
denn die Zahl derer, die sich ohne grosse Weitläufigkeiten entwickeln 
lassen, ist sehr gering. 

Für q){x) = o* hat man folgende Reihe von Gleichungen 

2<*>a* = — r- — 2a* s= s^- 

a*-l ^* (a*-l)« ^ 
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woraus man sogleich das aUgemeiße Gesetz ersieht. Es ist nämlich 

Da hier keine Rücksicht auf die willkürlichen Constanten genommen 
worden ist, so gehört zur Vervollständigung des vielfachen Integrales 
noch der in 2) verzeichnete Ausdruck; also hat man 

3) ' 2<»)a* = ■ f , , + C^ + C^x + .... + Cn^-iCcr-K 

Für q>{x) = ti%x findet man leicht der Reihe nach 
2-$inx Ä — »;2c(WJC-|-A)cof(a?— |A) 
^%nar= — {2toM\h) :Ecoz{x-\k) = — (2co«wi-Ä)^«m(a?-|-Ä) 
Sf^^rinx = — (2co«»-^)*^«tn(a?-4-&) = + {2e09tc\h)^cos{x-\K) 
2«*>«HJ? = + {2aostC'^h)^2w\x-^h) = + (2do#eö^Ä)*«m(«-|^> 

• ••••••••• 

vnd hief äbenieht äian duie Mähe das Gesetz, nach welchem diese 

Ausdrücke fortgeben; es ist nämlidi ■ 

4) J»5sina; = (2co»ec-^A)"]tml x-n — ^ — 1 

w«bei «benfaik der Ausdruck 2j) zur Vervollstindigung hinsozuselren ist. 

Für if){x) = cotx steht die Rechnung ganz ähnlidi so: 

J?oo»j>= + (2eo»«e4A)«in(a;— 5-fc) 

5t»)c<wx = + (2eMec-|4) r«in(aJ-|-Ä) = — <2cos«;^»«(aj-|-A) 

^(Deojaj »= — (2o)»«ci»)'Jc<M(a;-|A) = — (2eosec-|-A)»«n(a;-f A) 

2(«)cosa; = — (2coj«iA)»2»m(!»-|-Ä) = + (%ci)sec\h)*eo»(ß-\h) 

und überhaupt folgt hieraus ohne Rücksicht auf willkürliche Constanten 

/ JT+A \ 

5) 2(»)eo«« = (2cos«c-f*)*co«l «-« — 2"" r 

»ie drei Spezialisirungen von (p(x), welche wir so eben betrachtet 
haben, sind die einzigen, in welchen sich ^*^(f{x) vMüg independent 
angeben lässt. Man sieht zwar leicht ein, dass es möglich sein wird; 
auch für andere Werthe von if{x), «. B. <p{x) = »", t^ott» etc. jenes 



I 
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yielfache Integral zu entwickeln , indem man successiv 2q)(gi) , I^^^g>{x), 
2^^^^(x) etc. berechnet, aber der Calcäl selbst liefert so complizirte 
Ausdrucke, dass man das allgemeine Bildungsgesetz derselben nicht 
absehen kann. 

Integration durcli Potenzenrellien« 

Befindet sich eine gegebene Funktion g){x) nicht unter der Zahl 
derer , von welchen wir die Summen bis jetzt kennen gelernt haben , so 
ist es nicht möglich, ihr endliches Integral in völlig entwickelter und 
geschlossener Form ßnzugeben , meid man muss in diesem Falle wenig- 
stens einen Ausdruck dafür aufzustellen suchen, welcher eine bis auf 
Jeden beliebigen Grad der Genauigkeit ^j^hende Annäherung an dasselbe 
erlaubt Als nächstes Mittd zu diesem Zwecke bietet sich die Ver- 
wandlung der gesuchten Summe in eine unendliche convergirende Reihe 
dar, was sich auf yerschiedene Weise amrfthren Usst, je nadidem man 
der Reihe die eine oder andere Form auferlegt. 

1. Der einfachste Fall ist der, in welchem q){x') den Bedingun- 
gen genügt, welche zur Anwendung des Mac Zaunn'scben Satzes er- 
forderlich sind^), so dass man q>(x) in eine nadi aufsteigenden Po- 
tenzen von X fortgehende Reibe verwandeln kanq. ^ Findet jnun inner- 
halb zweier bestimmten Gränzen .r = || und ^ ^=^'^ die Gleichung 

1) q>{x) = a + to + cr^ + Ar* + ..^ in inf. 
statt, so eriiält man durch beiderseitige Integration;. sogleich .. 



2, T„„ = 4 H- .(|.4 - i.) • 



und diess gilt dann wieder zwischen den Gränzen x=s^i und a:= §^* 
Man kann ab<^r auch der, :Rei(ie ^st eine ^pder^^, Form geben, ehe 



mr-t' 



*) UebcT diege Dedingangen s; m. den Verf. Hftndirach der öiffeirenziÄlrech- 
BOng Cap^ VUL' • .. " v •, ., ,' 
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man jedes einzelne Glied derselben integrirt. Wendet man nämlich 
die Gleichung 



.... + JnA^s{X'K)(s-2k) .... (jT-m-lÄ) 
auf die einzelnen GHeder derselben an ; so findet man 

i + ftjr +■ cjr* + rfjF* + .... 

= a + bJ^x + e[J^hx + J2X{s-h)] 

: + d[JiÄV + JjAjr(jr-A) + JiX{ji;-h)(x-2h)] + .... 
d. i. wenn man ordnet 

' a + boF H- er* + djr*.+ es^ + ..., 

2 8 4 

+ (c7, + A/jÄ + c/,A* + ....)jr(jr-Ä) 

4- ■.■•••• 

Hat man auf diese Weite gp(^) aus der m^sprfinglichen Fprm in die 
folgende 

q){x) = a' + b'x + c'jr(j?iÄ)' = • • ^ 

gebracht, so giebt die beiderseitige endliche Integration 

t 

3) 2fp(.x) =;p j-a'x +,-^b'x(x~h) ', , 

■ , . . V ; .• + -^c^^i^-hXs-Zh) '+ .... 

Die Coelfizienten a*, "h*, <o\ ;... sind hier (mit Ausnahme des ersten, 
der = a ist) selbst un<^licbe Reihen, iassen sieb aber summiren, 
sobald die numerischen Werthe von A und a, b, c, .... gegeben sind. 
IL Wenn eine^Fuhktiou sich nicht in eine nach aufsteigenden 
Potenzen ihrer Variabelen fortschreitende Reihe entwickeln lässt, wie 



wie z. 



B. ZJ IH — '■ j, so gluckt es doch häufig, sie in eine nach ab- 
steigenden Potenzen dieser Veränderlichen fortgehende Reihe zu ver- 
wandeln, sodase^ man in diesem Falle 
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4) ?'(*) = « + -^ + ^ + ^ + ...• 

setzen darf, wenigstens innerhalb gewisser für x geltender Gränzen. 
Eine solche Reihe lässt sich aber stets in eine andere von der Form 

verwandeln, wovon man jedes einzelne Glied auf der rechten Seite, 
mit Ausnahme des ersten, leicht integriren kann. Es giebt nämlich 
für jedes 6 > a folgende Formel *) 

b , ^ g ^ a(a+l) . a(ii+l)(a+2) ^ 



6-a '6+1 (b+l){b+2) ■ {6+l)(*+2)(ft+3) 

und aus dieser folgt, wenn nach beiderseitiger Divisioa mit ( die Sub- 
stitutionen a = n>'( = 2;-f-n vorgenommen werden 

J_ _ 1 n n^H+l) . 

z " z+n "^ (z+n){z+n+i) "*" («+n)(a+l)(«+n+2) "^ **•' 

Hier dividiren wir beiderseits mit ziz-^l^z-^^^) .... (s-Hi-1), was 

wir kurz mit z^n) bezeichnen wollen; es wird dann 

5) ^ = ^ + ^L^ + JÜÜ±IL + .... 

».«(n) «(»-hl) »(»^-1) ' »(n+s) 

für 2; = 1 hat man sehr einfach. 



« »(1) »(1) . *(4) «(O 

und durch Division mit z, 

' + ^4- + ^^ + ^4- + .... 



ä' *.«(2) «•«(«) «-»(4) «-«(5) 

und hier kann man auf der rechten Seite die Formel 5) auf jedes 
einzelne Glied anwenden, woduirch man Folgendes erhalt: 

1 • +^+j.+it+.... 



«' «(3) »(4) «Öi) «(•) 



«(4) «U) *(•) , 

+ äl— + — + .... 

4- 

I • • . • 



*) M. s. d. Verf. Handbach der DillereDiialrecluiaiig S. 266 letite FocausU 



oder wenn man Alles vereinigt, was sich vereintgen lässt, 



« «(8) «(4) «(5) *(•) 

Diyidirt man beiderseits wieder mit %, so kami man die Formel 5) 
von Neuem auf jedes einzelne Glied, rechts anwenden und. findet so 

1 1 I 6 I 35 , 225 , 

IT ^^ "Z T "I^ r "ITT "T" "T " "T* •••• 



« «(4) «(5) «(•) «7) 

Man übersieht leicht, wie sich dieses Verfahren fortsetzen lässt; hat 
man überhaupt > ' ' 

M nt m tu 

6) 4r = -^ + -^^ + -^ + -A_ + .... 

Ä™ »im) *(m+i) *(w-f») «CiiH-l> 

SO dividire man beiderseits mit x und zerlege rechts jedes Glied mit 
Hälfe der Formel 5) ; man findet dann sogleich 

^ = K \ ^ 4- » 4. «(«»+1) I j 

a«+i ''*m+,) ^ «.«+1) ^ «(m+,) ~ *"•} 

m ( • T 

4.. 
I • • • 

oder durch Vereinigung der Glieder mit denselben Fakultäten 

m-J-l , «H-1 m«4"l ' 

«™+* »(m-Ki) «(«+!) «(m+8) . 

hierbei ist 

.m+l 1» 

A0 = An 

• . . ' ■ ' ■• 

m4'l mm 

m+l m . ^ ^ m * 

JT, = m(»t+l)i; + (m+l)Äi + ir, 

K^ = m(m+l)(m+2)Ä'. + {m+lKfn+2)K,, + .{n^+2)K^ +K^ 



+ -..! 



.\ 



Man kann dafür auch schreiben 

m4-l m 

A0 =s An 

m<4-l m^l m 

A| SS inj^ •+ A| 



isa 



m4-l 
A3 



(m+l)Jiri + Jf, 

«14-1 m. 

«tc. 



überbaupl wenn p eine ganze' positive Zahl bedkulei . 

7) Äp+, = (»i+j»> Ä-p 4- Äp+i. - 
Da fttr m = 2 die Coeffizientep schon bekannt sind, nämlich 

« a a 8 

iTg =5S 1, A| SBB i, A2 = 1»2, Aj = l.^.S, *••• ' 

und ausserdem X^ » JiT^ = 1 ist, so giebt die Fonnel 7) nach ein- 

• • • 

ander die Coeßiiicirten < 

1 i 1 1 

daraus leitet man dann für m = 3 und mittelst der Bemerkung, dass 

4 8 ; • • . ^. 

jr^ = A<,= 1 ist, dift Coeffizienten . * 

444.4^ I 

*^X' ■*!' ^*'* *M»' •••• 

i 

auf dieselbe Weise ab^ u. s. w. Diess giebt folgende Tabelle 



m = 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


Ä,= 


-i:, • 


•\-'' • 


ii- ■ • • 


l 


■1 . ■■ . 


1 


*! = 


1 


3 . 

* 


6 

• 


10 


15 


21 


if, = 


2 •• 


11 


35 


85 


. 175 . 


322 


*. = 


6 


50 


225' 


735 


1960 


^m 


Kt = 


24 


274 


1624 


6769 


22449 




Jf» = 


120 


1764 


13132 


67284 


. »V 

• • ■ 


,.•■ 


JiT, = 


720 


13068 


105056 


• »A« 


,_.'•» 1 • - 


,Ä. . . 




5040 
40320 


109584 

i 

'' r 
• • • 


• • • 


1.- 

• • • 


• • • 

• 

• • • 


-.1 * * 
. A 

.. • • • • 



Die hier ve^zeichn^en Cbeffiziehten stehen übrigens * in einer nahen 
Beziehung zu den sogenannten Fakultätencbefiizienten , d^ h. zu den 
Constai^ten der Gleichung 

m(w+1)(w+2) ... (ti+}-l) = CjW + C^u^ + ...' + C^u'i. 
Multipliziri man nämlich mit u-\- q beiderseite, so Jet 



ist 

«(i«+l)(«+2) .... (m+?) = qC,u + (A + ^iV 

+ («4 + 4)«* + •••• 
and wenn man diess mit dem vergleicht, was aus der urspränglicbeq 

(^eichung wird , sobald man q-\-l an die Stelle von q treten lässt, 

so findet man leicht , dass .für jedes ganze positive n die Relation 

9+1 9 9 

Statt findet. Setzt man in einer neuen Bezeichnung 
SO geht die vorige Gleichung in die folgende über: 

n-f-l . M-l « 

^«-»+1 = ^Bq^ -f- fli|_|4^ 

aus welcher man durch die Substitution q = n^p und Vergleichung 
mit 7) die Identitäit von H und^IT er&ennt. Die nunmehrige Bezeichnung 

giebt z. B. für «==i3, n= 1, 2, 3^, der Reihe nach C, == I:,, C^ 

8 3 4 • • * ' 

= JKi , C's ass Aq und durch Vergleidiung mit der' Tabelle ersieht man 
hieraus, dass die letztere nichts Anderes enthält als die Fakultäten- 
koeifizienten in diagonaler Stellung. 

iE 

Man $ub$titui)re nun in . dip Gleichung 6) -jr- für s ^ so erhält 

man vermöge der Bedeutung von «(m), iB^Cm+J) ^^» luich beiderseitiger 
Division mit A"* 



s s s 



'• ' . < 






• :• i: 



äf» a?(flP+Ä)(ap+2fc) ... (jc4-w-1ä) Jf(jr44)(a>f*2Ä) ... (x^^-ihk) 

jr(jr-f-A)(^+2A) ... (jr-f-m+lÄ) 
wo es nun leicht ist, jedes Glied auf der rc^diten Seite zu integriren, 
sobald m die Einheit übersteigt. Man gelangt so zu der Formel 

9) 2— = — i = — 

^ (m-l)Ä x(jr-f Ä)(jr+2A) ... (jr+m-2A) 

m 

1 JT, 



m x(x+k)(«+2*) ••• (*-f-»-l*^ 



IM 



M 
1 *1* 

m+1 xCjr-t-Ä)(a?+2*) ... {x+nA) 

Handelt es sich überhaupt allgemeiner um die endliche Integration einer 
Reihe von der unter No. 4) angegebenen Form, so verwandele man 
zunächst jedes einzelne Glied derselben nadb Formel 8) in eine unend- 
liche Reihe; man erhält dann ohne Sehwierigkeit : 

X ^ x(x+k) ^ j:(x+h)(x-\-2h) 



+ 



■ 2yA' -4- 3J* -f- e 
Xix-i-hXx -|-2A)(x+3Ä> 



'*"jta'+Ä)(JF+2A)(x+3ÄX«-HA) "^ *'" 
und nun giebt die beiderseitige endiidie Integration 

lö) 29>(a;) = « * + ^^1 _ 1 X _ 1 y* + * 
yv ' h . ' f^ X h. s 2h x{x-{-h) 

1_ 2yA» + 3dft + e 

' 3& a;(jr+Ä)(a?+2A) 

1 6yh' + ll^A' + 6eA + C 

4Ä 4?(jr+AX'«+'2A)(x+3A) 

J < 

und mittelst dieser Formel ist das Integral auf S — zurückgeführt. « 

Nach der vorhin gemachten Bemerkung über den Zusammenhang der 
m% K l^ezjeichjiet^n Zahlen und. der Fakultätenkpeffizient^n kann man 
jetzt leicht das allgemeine Glied unserer Reihe angeben. Dasselbe ist 
nämlich • i" ■ t" 

nh a?(4J'+Ä)(j?+2Ä) ... (jj+n-U) 

und somit die Aufgabe in aller Vollständigkeit gelöst. 
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5. 10. 

Intei^ratloii dorcli i|poiiioiiietri«ehe ReUien. 

Man kaon mit Hülfe der Integralrechnung sehr leicht nachwei- 
sen, dass jede Funktion q>(x) sich in Reihen verwandeln lässt, welche 
nach den Cosinus oder Sinns der Vielfachen tob a: fortschreiten, dass 
man also ebensowohl 

1) y(x) = -^flj + {ifcosx + a2CO$2x + a^cosix + .... 
als auch 

2) q>(x) = bisinx + h2sin2x + b^$in3x + .... 

setzen darf. Die erste Gleichung gilt für tt >> o; >> und in ihr ist 

2 /^^ ^^ ^^ 

3) a^ s:: -^ M >q>(x)eo8nxdx; 



2 /^»^ 



die zweite dagegen besteht nur für n>ai^Q und in ihr werden die 

GoefiBsieBteB' mittelst der F4»*mel 

- *^ 
4) bn = -^ / q>(x)8tnnxdx 



t-/o 



bestimmt^. Aus den Gleichungen 1) und 2) erhält man nnn sogleich 
durch beiderseitige endiidie Integration 

*) Wenn erst die Möglichkeit einer Reihenverwandlang nach den Schematen 1) 
oder 2} nachgewiesen ist und die Grinzen bestimmt sindj innerhalb welcher diese 
Verwandlung gilt, so hat die Ermittelung der Werthe ron a« und bn keine Schwie- 
rigkeil. Mnltiplizirt man nämlich die erste Gleichung mit 2 cot nx und zerlegt rechts 
jedes doppelte Cosinnsprodnkt in eine Cosinussnmme , -s» Ist' 

2g>{x) cos nx = a^cosnx + a| [cos (n~l)ap + cos(n+l)x] 

+ O] [cos (n-2)ap + co$(n-\-2)x] 

+ 

+ a»-|[co#jp + co«(2n~l)x] 

+ a»[I + co$2nx] 

+ «»+i[co#a? + co${2n+l)x] 

+ • • • 

Bemerkt man, dass überhaupt für jedes ^anze positive ron Null Tersciliedene tu 



Ki/o 



n 

eotmxdx ^=^ 
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•a 
+ '^ 2«»^* + 



•••• 



und 



-.*. 



2stn-|-A 



•••• 



und man kann also das gesuchte endliche Integral immer auf diese 
Weise entwickeln , wenn im ersten Falle x die Gränzen und n nicht 
überschreitet, und im zweiten innerhalb derselben bleibu Man hat 
übrigens nicht immer nöthig, die Coeffizienten o» und i« mittelst, der 
Formeln 3) und 4) zu bestimmen , denn sehr häufig gelangt man da- 
dtureh zu Gteichdngen tön den F<»*men 1) und 2), cki8S man^ in ei&MUr 
nach aufsteigendeti Potenzen einer Vartabelen % fortgelieodeiki Reihe die 
Substitution z= r{cosx + "{-isinx) vornimmt und darauf die reellen 
und imaginären Partieen beiderseits vergleicht. 

. .Set9^ m^n ;Z. B* in der fiir äeht gebrochene j$ geltendem Gleidiung 
J(1+ä) = ä — i»^ + ^z^ ^ .... 

% == C08X + ^-Isinx und berücksichtigt, dass hierdurch 
1 + Ä = 2co8^x(co8-^x + ^JÄsin-^x) 

= (2co8^x)tr^ "i^ 
mithin 

wird , so ist jetzt 

l(2cö8-^x) + -^Xy^T 



ist, so führt die Multiplikation der vorigen Gleichung mit dx und Integration zwischen 
den Gränzen 0? = und ^ == TT zu dem einfachen Resultate 



2 / q>{x)cosnxdx :=z On i ] 



OnTt 



o 

woraus die Formel 2) sogleich folgt. Auf &hnlich« Weise gelangt man zur Bestim- 
mung von &n* Genauere Untersuchungen 4her diese Interessanten Reihen geben des 
Verf. „Analytische Studien, zweite Abtheitung/' 



U(7 

= (cos x'-ir JA still x) — •ir(60s2x + ^fd$inflai) + .... 
und mithin durch Y^rgleichung der reellen uftd imaginären Bestand- 
theile: •••••••• ' .:««•. 

6) l{2cos-^x) = cosx — ■^cos2x + ^cd»3Ä— *- ;•*• - 

7) -^x = sinx — -^sin^x + -YsinSx — .... \ 

und von diesen Gleichungen gut piach den gemachten Bemerkuilgen die 

erste für n^x^Q, die sweite für n ^x y>(L Scbreibt, ii^n:« 
der ersten 2x für x, so ist unter der BMingung ^^ 2x ^0, d. h. 

-^n^x^Q, 

8) Icosx = — i2 -f co32x — -^cosix -f- -^cosGx — .... 
und kieraua erfailt tqaa sogteich durvh eiidlidie Iiile^aUon 

^ A 28tnh ^ 2sin2h 

"^ » 2maA ^ ~ •"• 
Setzt man in 8) -^fp — » an die Stelle von x, so wird 

10) liinx = — 12 — cos2x — -^cosix — -j-cosSx — .... 
wobei die Bedingung -^Tt^-^Tt — a?^0, d. h. -^Tt^x^d er- 
füllt sein muss. Man findet jetzl 

„, -., . ,o ^ »in(2x-h) 1 sin2(2x^h) 

11) :Si«»a;.= - 12 j^ - ~^^^^ ^ ^tin^ 

Die Differenz der Gleichungen 9) und 11). ist ,. 

12) Slcotx = — . . + -r — ^.loA + -5- . rr ■ ' ^ -^. 

^ «mÄ , «m3Ä • * smdA 

und dieselbe Reihe mit negativea Vorzeichen giebt 2ltanX. 

-*' - ■ - - ^ '.. • • ' . 

Ein zweites Beispiel für diese Integrationsmethode möge die 
V • " ■ • .' • 

Funktion — Ußf^rn ,. welche in die Reihe 2) verwandeU werden möge. 

Es ist dann 

^ ' flJP 



2 I sinnx 
n^J^ X 



dx 



oder wena man «foaiJr.in die bekanat^ R^e entwiiskelt uDd jiedeB 

einzelne Glied integrirt .•.:..•.: • . 
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f>, - —^T-^- — TX2X "*" ■»" 1.2... 6, ~ ""J 

Bezeichnet man, wie es in neuerer Zeit gewöhnlich geworden i$t, die 
transscendente Funktion 



/ 



f inti » _ 1 « _ ^ ti^ . 1 u^ 

-—au^^^ s 1^2.3 "^ "^1.2 ...3 



mit Sil(t() [bitegralrinus von w], so hat man sehr einfoch 

2 

fr« = -— 5i(n7r) 

TT 

und jetzt ergiebt sich leicht für n ^ s ^0 

13) -^ — = ftX^) «m« + Si(2n) sin 2x + St(3^) «« Sa: -f .... 

und mithin durch Integration 
-.^ ?r „ 1 o^/_\ cot(x-\h) -.. co«2{«-^) 

wonadi sich, sobald die hinzuzufügende willkürliche Constante einen 
bestimmten Werth erhält, 2 leicht berechnen lassen würde. 

Wählt man die Funktion €p(x) so , dass sich ihr endliches Inte- 
gral unmittelbar angeben lässt, so gelangt man durch Vergleichung der 
beiden, auf verschiedenen Wegen erhaltenen Resultate zu einer neuen 
der Theorie der Reihen angehörigen Formel. So ist z. B. für 7r>a? >►<) 
nadi 7) ; 

\x =z iins — \$in2x + \sin%x — .... 

^(TT-a?) = sinx '\- -^sm2a; + \sin^ + .... 
wobei man die zweite Formel aus der ersten erhält, wenn man 7t — x 
an die Stelle von x treten lässt. Die halbe Summe dieser Gleichun- 
gen ist 

-l-TT = -^-iinx + \sinZx + -^sinhx + .... 

Unter Zusatz einer willküriichen Constante giebt hier die beidwseitige 
endUche Integration 



Um die Gonstante zu bestimmen nehmen wir für x einen solchen Werth, 
dass die Smnme der rechts stehenden Reihe unmittelbar bekannt ist. 
Hierzu empfiehlt sich die Spezialisirung; x = -^tt -f- -^ ; es ist dann 
unter der Bedingung 

^ > -T ^ + -2"^ > d. i. TT > Ä > — n 

, s 

-^(i^ + ^A) + C= 

und wenn man die vorige Gleidmng von dieser abzieht, so ist der 
doppelte Rest 

7t 



2k 



(i-Jnr + 4-A— a?) 



— . 1 cos(x-^h) i coi3(x—^h) , co<5(ag— ^) 

und diese Gleichung gilt nur unter der doppelten Bedingung 
7r>a?>0, 7t !> h ^ — 7t* 

Nimmt man x r= u -j-v, A:±5 2t>« so wird eleganter 

TT ., V 1 cosu , 1 cos Sil , , cesSu , 
15) {4t> -* * sm» ^ smov * sm5o 

jr > w + t; > 0, -^Tf >► t> >i — -J-nr* 
Für ii SS , , ti = V erhält man hieraus die Spezialisirungen 

Iß^ |-o— = -^cosfct? + xcösÄcSü + -J-coiwSt; + .... 



17) 



^■i--~ — 1^ =i ^eottf + -^eotiv + -^cotiv + .... 



Eine etwas verwickeitere Ausführung desselben Gedankens ist die fol- 
gende. Mittelst der Formeln I) und 3) findet man leicht die Gleichung 

lÄv JL. g^ + g"^ _1 t€0$x r rcos2x 

^^ 2 ^^— e^^ ~ 2r r*+i» "^ r»+2* 

worin r eine constante Grösse und e die Grundzahl der natÄriicfaen 

Logarithmen bezeichnet. Hier giebt die beiderseitige endliche Inte« 

gration 

9 



ito 






wotär man besser sdireibea kano 

^ r $%n(X'^h) r stn2(x--|-A 

^ r A r* + 1^ fm-^A "^ r» + 2> siH-f* 

Die GräQzen für die Gültigkeit dieser Gleichung sind leicht zu be- 
stimnien. Die Formel 18) gilt nämlich von a; =s bis o; =: tt, 
da aber die linke und rechte Seite derselben gleichzeitig die Eigen- 
schaft g){ — x) = 9>(a?) besitzen, so gilt die Formel weiter noch von 
X = bis. a? = — TT, also unter der Bedingung 7$ ^ ^ ^ — ^• 
Dies ist nun zugleich die Bedingung für das Bestehen der Gleichung 
19). Um in ihr die Constante C zu bettimmen , seUen wir x = -^, 
es wird dann 

und wenn wir diese Cvleicfaung von ihrer Vörgingerin abviehra , so bleibt 

- rA ^^-*/*^ H + P ~"l?Si5 

. r siniiX'-^h) _ 
"^ r» + 2^ sini-h] " 

^ > « :> -^ fr, TT > 4* ^ — TT. 



För x = ii-f^t;,A=:2t7 wiüd hieraus 
,20) "^ *^-«^ 



_ J^ «^ r stnti r <tfi2K - r r m 3ii 

"" 2r t> r^^ + l«^sll| v ^ r«|+ 2^ sin 2v r* -f S'* «STSe^ 

fr>« + t>^— fr, fr>»^-^fr 
wovon sich leicht wieder Spedalisirungen ableiten lassen. 



y 
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Integratf on dureb halbeonvergente Reilieii. 

Bei weitem das ausgezeichnetste Mittel zur Ausführung endlicher 
Integrationen bieten die Formeln dar, welche wir im §. 12. der Dif- 
ferenzenrechnung entwickelt haben und es bedarf kaum mehr als ei- 
ner etwas anderen Schreibweise, uin sie sogleich zu dem angedeuteten 
Zwecke benutzen zu können. So ist zuiiaclist für 1J>A^0 

hnx) = Afix) - \h Af{x) + -^- hfix) - 



B, h* 



(— 1)»B,_,*»»-» 



1.2.3.4 



AA«) + .... 



'••'+ 1.2:B...T2n-2) ^/^"-'^^-^> 



und diese Formel gilt für jede Function f(t) , wenn diese selbst und 
die von ihr vorkommenden Differenzialquotienten innerhalb des Inter- 
valles 't=xhist=x + h stetig und endlich bleiben. Setzen 
wir nun Af(x) = t/;(x) , so ist 

ferner folgt durch Differenziation Ton A/(«) = ipias), 
Af(x) — fp'ix), Af (») = V"(«), etc. 
und mithin geht die obige Formel m die folgende über 



*) W«DB ntmlieh f(*) = ^{») ut, so hat man 
f(x-ird)-f{m) __ Sip(m+d)-Stfßix) _ 2[ilf(»+d)-tft(x)] 
d ~ d ~ d 

Mid hiems ergitbt sich, dnreh Uebergaiig rar Grinze fdr ancndUch abodimrad« d 

fix) = S^^ix) 
wa» mit der obigen Bebaiiplunf öbereinstimmt. 
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+ 1.2.3...(2»-2) "^ '^^ 



+ ^~i'.2'a'!7C -^-^'^Cx-hU). 



Nehmen wir endlich t/;'(a?) = (p(x), so wird 

i/;(a?) = j q>(x)ix 

ferner t//"(x) = y'(x), i/;'"(jr) = y'^-^) etc. und so gelangen wir 
zu der Summenformei 

1) h^q^ix) + (7 = fq>{x)dx - \hq>{x) + ^ q,\x) 

- -i±3:r » <" + • • • 

Will man die Unbestimmtheit, welche in der willkührlichen Gon- 
stante liegt, wegschaffen, so 'braucht man nur dem x irgend zwei 
specielle Werthe etwa x = a und jr = 6 zu ertheilen und von den 
beiden so entstehenden Gleichungen die Differenz zu nehmen. Um 
diese Differenz kurz ausdrucken zu können, erinnern wir zunächst an 
die Weise, wie man das bestimmte Integral aus dem unbestimmten 
Integrale ableiten kann. Findet nämlich eine Gleichung von der Form 



ß 



g)(x)dx = <D(a?) -}- Const 



statt und sind die Funktionen q)(x) nnd 0{x) innerhalb des Interval- 
les X = a bis 0? t= h endlich und stetig, so hat bekanntlich die 
Differenz 0(b) — <2>(a) einen bestimmten und unzweideutigen Werth 
und man kann unter diesen Voraussetzungen die Gleichung 

q>(x)dx = Ö)(6) — CD(a) 

als Definition des (unendlichen) bestimmten Integrales ansehen. Eine 
ganz analoge Bezeichnung wollen wir für das endliche bestimmte In- 
tegral oder die bestimmte Summe einführen, indem wir, wenn 
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2 fix) = /(JF) 

ist, die GleidiuQg 

2) s<p{x) = m - A«) 

aufstellen, \vorin die rechte Seite die Definition des auf der linken 
Seite stehenden Symboles enthält« Nach diesen Bemerkungen folgt 
aus Nr. 1) 

3) h2(p(x) = /9(a?)rfa?.^Ä[y(Ä)-y(a)] + ^[qp^^^^ — .... 

+ ' 1.2.3. .■(2n) y^'" + ^*>' 
In dem Falle wo die Differenz h ron x ein aliquoter Theil von 
6 — ^ a ist, lässt sich dieser Ausdruck noch etwas vereinfachen. Be^- 

zeichnen wir nämlidh mit m eine ganze positive Zahl und ist =.A 

also b z= a -^ mh, so folgt aus Formel 3) in § 1 

f(b)'f(a) = g>{a) + 9>(a + A) + y(a + 2A) -|- .• . + q>(a + m-lh) 

d. i. gemäss der in Nr. 2) aufgestellten Bezeichnungsweise 



4) 2q>(x) = y(a) + q>{a + h)-^ q>(a + 2h) + ... + g)(a+m-lÄ). 

Substituiren wir für jedes Glied rechts das Maximum, welches die 
Funktion q)(x) während des Intervalles o? = a bis jt = fr annimmt,, 
und nennen M dieses Maximum, so ist offenbar 

2q>(x) < mM d. i. 2(p{x) < — Ä. 

Nennen wir ebenso M^n dils numerische Maximum, welches q>^Kx^ 
innerhalb des Intervalles s ^ a bis x =^ b erreichte so gut gaiu^ 
ähnlich die Gleichung 

und man kann demnach, mit x einen ächten Brach bezeichnend, 

setzen. Nach diesen Erörterungen nimmt die Formel 3) die folgende 
Gestalt an 



IM 



6 /» 

5) A S(p(x) = / q)(x)dx — ■4-Ä[9>(6) - g)(a)] 



- + V^Vn-V [y^"-^(^)-g'^"-'^('')] ± 



xBi^Ä*» 



(6-«)J<i«. 



1.2... (2i) 
Man kann leicht zu ähnlichen Fonneln gelangen, welche nur durch 

die Ausdmcksweise des Restes differiren, sobald. naA ganz dieselben 

Substitutionen mit den übrigen Formeln des § 12. romimmt Aus 

der Gleichung 

( In» Jk2n— 2 

+(-i)-+'i^?-ifeSi).'^'"'<'> 

worin l^^A^-O und /"(() eine Funktion ist, welche nebst ihren 
(2n -f* 1) ersten DifTerenzialquotienten innerhalb des Interralles t r=z x 
bis r = 0? 4" ^ endlich und stetig und von welcher der (2n +1)*« 
Differentialquotient innerhalb der Gränzen sein Vorzeichen nicht än- 
dert, leitet man so unmittelbar die folgende ab 

6) K^(f(x) = l(p{x)dx — \h[^{h) — q>{a)] 

und diese Formel besteht nur so lange als (^''^'Xf') d. h. 



• • • • 
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innerhalb der Gränzen f ~ a bis r = b »«in Vorzeichen nicht än- 
dert und die Funktionen q>(f), g>'0)..^ V^^^O) während desselben 
Intervalles endlich und stetig bleiben. Wenn ö-a ein Yielfadies von 
h ist, so Jiat man 

2q)^>\t) = yC2«)(a) + yCa«)(a + Ä) + f^^)(a + 2ä) + 

und mithin findet die erste jener Bedingungen statt, wenn q>^^\t) 
selbst von t = a bis r «» ( immer dasselbe Vorseichmi behält. 
Fügt man zur rechten Seite der Gleichung 6) noch den Ausdruck 

- 'try [■><--w-^>-(.>l 

so ergiebt sich unter denselben Bedingungen wie vorhin 
7) h2(p(x) = I (p{x)dx— ^Ä[5P(»)-5P(a)l 

+ T^^^rr [y-w-y-^t')] 

+ (-1)- |»|ä - ^ rfeSö[»"^"<»>-'"^"<'>] 

woraus man erkennt, dass der absolute Werth des Restes weniger 
beträgt, als das zuletzt in Rechnung gebrachte Glied der Reihe. 

Endlich kann man aus 4e^ Forwein 12) und 13) des §. 13. noch 
die folgenden Resultate ableiten. Wenn die beiden Summen 

8) J9^^)(0'und :S9)(*^*)(0 

innerhalb des Intervalles a bis h ihre jedesmaligen Vorzeidien nicht 
ändern, so ist in dem Falle, wo beide gleiche Vorzeichea haben: 



• • r 



• • • 
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und in dem Falle, wo jene Vorzeidien einander entgegengesetzt sind 
10) ICStpinf) *» / f(x)dx-^hi<p{b').q>(a)] 




a 

+ 7^ [?>'(») -y'(a)]-j-§|^[9)"W-9'"'(«)] + ••• 

hieri)ei bezeichnet k iipiner eine zwischen und 1 liegende Grösse. 

$. 12, 

Beispiele seh den Tbeoremen des vorigen ]F1»rai^»phen. 

I. Eine der einfachsten Substitutionen, welche man In den For- 
meln des vorigen Paragraphen treffen kann, ist q>(x) ^ xf^, wo fi eine 
wesentlich positive Grösse bedeuten möge. Die Formel 1) giebt dann 
unter Anwendung der bekannten Bezeidinungsweise der Binomial* 
koefißzienten 

Nehmen wir spezieller fi als ganze positive Zahl an und setzen, was 
offenbar erlaubt ist 2n^fi, so wird das letzte Glied (der Rest der 
Reihe) gleich Null und man braucht in diesem Falle die Reihe nur so- 
weit fortzusetzen bis sie von selbst abbricht. Man hat dann 



+ l|u,B,fcV^*-iiu,»,Mjr^-« + 
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was mit der induktöriseh gefund^aen Fonnel 2) in § 4. überein-* 
siimn^t. Setzt man einfiach ^ — 1 und subtrafairt dasjenige, von ein- 
ander, was-för jc sss and a; = 6 aus dieser Gleichung hervofgubt, 
so wird weiter 

und wenn h ein Vielfadies von h i. h. eine ganze positive Zahl ist, 
80 kann man die Hnke Seite nach Formel 4) im vorigen Paragraphen 
entwickeln; dieselbe ist 

1^ + 2^ + 3A* + + («-1)^* 

auf der rechten Seite dagegen würde man 6=:04-»iä=wäzu 
setzen haben. Schreibt man endlich p für m und addirt beiderseits 
|>^> so erhalt dann die vielfach gebrauchte Formel 

1) 1^ + 2^ + 3i^ + + p^ 



+ ^hxBxVf'-'-^fizB^j^^ +\,i,B,ft 



.a— 4 



1 
U. Es sei ferner q>{t) = — ^o ist unter der Voraussetzung, 

dass 2q>''^\t) = 1.2.. (2n) 2 ^^^ innerhalb des Intervalles r= a 

bis r « fr continnirllch und endlidi bleibt nach Formel (7) des von 
gen Paragraphen 

- ^^4f4] + w*[^-i] - 

wobei der acht gebrochene Ausdruck 

gesetzt worden ist. Von dieser allgemeinen Formel ist ein Fall von 
spedellem Interesse, nämlich wenn a3= 1 und A s=e 1. Dann macht 
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ntmlich b — a immer ein Vielbcfaes too h aus, sobald 6 «ine po- 
sitive ganie Zahl bedeutet; dieeielbe ist 6 sz « -^' mA == 1 •!• m; 
ferner wird jctat 

■^^ — "T" + ö" + "ä" + •••• "T —• 



JC 1 ' 2 • 3 ' m 

1 1 



b ^ 

woraus man erkeoot , daös die Fonnel 1) io diesem FaUe . für jedes 
beliebige positive ( = m. -f« 1 in Anspruch genommen werden darf. 
Man hat nun 

1 + 1+14.14. 4.1 

Löst man die einzelnen Klammem auf der recblen Seite auf, setzt 
die von m unabhängige Summe 

1 4. 1» 1 1 - 4. (-1)"-' « 1 L. 

2^2 *1* "IT '' "• "• 2n *'•"* T*^ '■" 



:s:) ÜT und schreibt zu besserer Uftterachädung ;» für m* sdi wird 

4.(dQ!|, _l_-4.1d)!B g 

••• ^ 2» **-* (p+t)^ ^ 2» *^"-* (F-[-l>*'' 

Der Betrag der noch unbekannten Zahl K lässt sich auf folgende Weise 
ausmitteln. Mau schreibe die Glächung 2) in der Form 



a(*+i) ^ Np+i)* ^ ^^cp-fi)* 
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und gehe zur Gränze für unendlich wachsende p Ober, so wird 
3) Lini^± + ^ 4. ... 4. l.-l(p+l)j = K. 

Dass nun in der That die iinlcs angezeigte Um. einen bestimmten an 
gebbaren Werth bat und nicht etwa wie Lim «np eine ganz unbe- 
stimmte Grösse ist, siebt man auf folgende Weise ein. Es sei 

m^Y + Y + •••• + ^-'2 

so ist offenbar für uneadlich wachsende « = p + 1/ dm th(q) mit 
dem gesuchten Granzwerthe identisch. Man hat aber 



f'('H) 



da aber immer fl I+y^y"»« »«ss. wegen der bekannten für je- 
des «<C1 geltenden Reihe 

so ist die Differenz —- rf 1-|— _ j positiv und mithin t(/(,q -f 1) > 

tpiq), d. h. die Fanktion tffiq} wächst mit { gleichzeitig immer fort 
Dass aber dieses Wachsthum nicht ins Unendliche geben könne, er- 
giebt sich so. Es ist immw l(l-|-«) >«-- 1«* folglich, wenn man 

1 
4-1 

Ki-) > i- - ^i)' 

l(A.^ N^ J Lr-i-\2 

''K^J ^ 3 2 VT/ 



für z der Reihe nach •^, -5-' •••• t~^ ^^^^ 



fügt man noch 1 = 4- zu der Summe dieser Gleichungen, so findet 
man selff leicht 
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i+^(i)>-f + 1 + 4- + +^ 

- 4f(l;* + (4-)» + (+)* + .... +(^)'] 

und durch eine einfache Transposition 

1-/2 4- -l-[(l)» + (•!-)' + + 1^.)*] 

>+ + i + 4-+. + ^-^? 

d. i. 

^ V^(q) < -i-/2 + i[p + -^ + + (^rrp} 

Um so mehr gilt num offenbar die folgende Ungleichung 

V^iq) < -T-'2 + -^p + 2» + 3» + ••• «'•*V-] 

d. i. vermöge des bekannten Werthes der eingeklammerten unend- 
lichen Reihe 

oder 

Mq) < 0,62931985. 
Hieraus zusammen folgt nun, dass Lim tf;(q) ::s= K eine weniger als 
0,62931^85 betragende Zahl ausmachen muss. Setzt man daher für 
p in die Formdi 2) eiae nur einigermassea bedeutende Zahl und be- 
rechnet beide Seiten der Gleichung soweit die^ indgUch , so ist man 
/sicher einen Ndherungswerth für K zu findea. 

Gewöhnlich stellt man die Formel 2) in einer etwas andern Ge- 
stalt dar; die man aus der unsrigen dadurch erhält, dass man erst 

p-1 an die Stelle von p setzt und darnach beiderseits — addirt. Es 

V 
ergiebt sich so 

4)-f + 4- + 1 + + ~ 
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für jp =x 10 z. B. ist der Wertb der linken Seite 

2,928968253968253968... 
und wenn man von der Reihe rechts soriel Glieder nimmt, dass ihr 
Rest am kleinsten wu*d, was fnr n = 11 eintritt, so findet man 

5) IC = 0,5772156649015328... 
also K identisch mit denjenigen Constanten, welche in der Reihe für 
den Jntegrallogarithmus vorkommt. Für p = 1000 findet man di« 
Summe der Reihe 

"T + "S" T" T + • • • * + 1 oöo 

auf 12 Dezimalstellen genau mittelst der Formel 4) in folgender Rech- 
nung 

K = 0,577215 6649015 

+ J- = 0,000500 0000000 
' 2p 

' (p =1 6,907755 2789821 
_ ±.B.\ =-0,000000 0833333 

+ \B^\ ^ 0,000000 0000000 

und dies giebt als Werth der gesuchten Summe 

7,485470 8605503 
woraus man ersieht mit welcher Langsamkeit die Summe der Reihe 
|i- + -i- + -|- -f- ••• ins Unendliche w&chst 

l 

HI. Setzt man q){x) == — , wo /t > 1 sein soll, in der For- 

mel 7) des vorigen Paragraphen und giebt q dieselbe Bedeutung wie 
im ersten Beispiele, so findet man ohne weiteres 

AvJ-=ir_il.-l_|.xÄ|±.±j 

_ ^£. jf,A»rJ Li 

+ * 1.2.3 - ■*«* L*^« - ^^j - • • • 

(-l).ft(ft+ I) (/i+a»-2) r 1 l' - , 

•"•"'■ 2h. 1.2.3. ...(2»-1) **^ LjP+*^> " «^»-«J 



Ui 

"^ ^ 2n 1.2.3....(2i»-l) "»"-** L*?H^i^ ~ "i^^Ii;!? i 

Nimmt man einfadi a ^^ 1, A = 1 und b ganz und positiv, so ist 
wie in L i =. «I + 1 ; dabei wollen wir p für m schreiben und 
rechts die BinomialkoeiBzienten zur Abkürzung benutzen. Es wird dann 

Ifi 2/u 3/'_ *••• p^ 

Bezeichnet man die Summe der von p unabhängigen Glieder der rech- 
ten Seite mit K^ , schreibt ferner p — 1 für |> und addirt endlich 

1 

beiderseits — , so gelangt man zu der Formel , 

1/« ^ 2^ ^ y* ^ ••• ^ «^ 



= J^/*T 



1 1 . , 1 



r + i 






• • • * 



••+^>^+2.-2).^B,^-^ 

Um K^ zu bestimmen braucht man nur p ins Unendliche wachsen zu 
lassen; es wird dann 

und da die Reihe links für ju>l con^ergirt, so kann man durch di- 
rekte Berechnung ihre Summen finden. Nach legendre's R^nung ist 
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2 


'/* 


1 . 64493 40668 482264 


3 


1.20205 69031 595943 


4 


1.08232 32337 111382 


5 


1 . 03692 77551 433700 


6 


1.01734 30619 844491 


7 


1.00834 92773 819227 


.8 


I. 00407 73561 979443 


9 


1 . 00200 83928 260822 


10 


1.00099 45751 278180 


11 


1.00049 41886 041194 


12 


1.00024 60865 533080 


13 


1.00012 27133 475785 


14 


1.00006 12481 350587 


15 


1.00003 05^2 363070 


16 


1 ,00001 52822 594086 


17 


1 . 00000 76371 976379 


18 


.1.00000 38172 932650 



M 


^A» 


10 


l.OeOOO 19082 127166 


20 


1.00000 09539 620339 


21 


1.00000 04769 329868 


22 


1.00000 02384 505027 


23 


1.00000 01193^199260 


24 


1.00000 00596 081891 


25 


1.00000 00298 035035 


26 


1.00000 00149 015548 


27 


1.00000 00Ö74 507118 


28 


1 . 00000 00037 253340 


29 


1.00000 00018 626597 


30 


1.00000 00009 313274 


31 


1,00000 00004 656629 


32 


1.00000 00002 328312 


33 


1.00000 00001 164155 


34 


1 . 00000 00000 582077 


35 


1.00000 00000 291038 



1 



IV. Ein sehr beinerkenswerthes Beispiel bietet endlidi noch die 
Bestimmung der Summe 

wo fc eine constante Grösse bezeichnet. Man hat nämlich 

mithin durch (g-l) malige Differenziation 

yft-i)(a;) = ■l-(-l)'-« 1.2... (^1) \^-^_ 

Setzt man o = yjjfi + k^ und & = Aretan — , so ist 
und daraus erhält man leicht 



) 



lyt ~ix+k>l-i)i 



y(«-i)(*) = (-l)»-i l . S . . («- 1) i^^ 
oder, mal wtA ^mm^ ^^ k ht 

g,C9-i)(x) = (-1)»-M.2.8...(g-1) **^^^; 

Bezäehnen wir mit d-' und ^' dasjenige was aus d- mrd, wenn wir 
(c =s 6 und or =: a nehmen, so giebt die Formel 7) in § 11. 

i h*(sin'*&'$in %»' - sm^»"sin 2»") 
h*(sin*»'$inid^-sin*&"sinid^') 



+ 4-Ä; 



3 



t* 



. (-1 )« „ Ä»»(5m*»;9^'5tn2n^'-«tn^^"5m2ii;^'0 



2» *^ **• 

+ Ä 

wobei der Rest R einen Bruchtheil des letzten Gliedes ausmacht. 
Nehmen wir A = 1, 5 gleich einer ganzen positiven Zahl m, a = 
und setzen das Aggregat aller nur von a und nicht von h abhängigen 
Glieder = K, so wird 



k ^ fc* + P ^ fc»+2» ^ •••• ^ t»+(m-l)» 
= JST + ircran -r- -4- -y^-- — 5- 



(-1)« <tn^^^<m 2ny 

2n ^""^ *2» 



+ !!££ B,,^ '"^ ",r"^^ + W 



wo wieder A^ einen ' aliquoten Theil des letzten Reihengliedes aus- 
macht. Um K zu finden, lassen wir m ins Unendliche wachsen und 
haben dann 

X ^ k^ + 1* *" it* + 2* "^ '*' *** *^^* *^ ''^ "^ "2" 
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weil in diesem Falle d-' == Aretan — in Null übergeht. Die Summe 

w 

der vorstehenden unendlichen Reihe ist aber leicht zu finden, wenn 

man in der bekannten Gleichung 

1 2i« 2u 2u 

cot u ^= j- 



II 7r*-tt* (2^)«-!«* (3;r)*-i4» 

II = IcTty-l setzt. Blan erhält so 

7t e^^. + e"*^ _ 1 k k 

2 ^^e^ 2*"^ P + *2 "*■ 2»+it* "^ 

und mithin durch Yergleichung mit den Vorigen 

"* 2 a*^.e-*^ "*" 2*" 2 e**^-l 2*' 

Substituiren wir dies in das Vorhergehende, schreiben p für m und d- 
für ^, so dass also 

^ = ArUan — und Aretan -£- =» -jr ^ 

p k 2 

ist, so gelangen wir zu der eleganten Formel 

1 k k ^ 



"^ 2fc "^ e»^.l "^ ("2""^) 

- -i-»! p — + x^« — p 



• • • 



2n **~* 1*» ' - 

wo der Rest ¥rieder einen aliquoten Theil des letzten Reihengliedes 
ausmacht. 

%. 13. 

Blipresstoa fShew die nftlieningflwetse Bereelmiuis 

bestfanmter Intei^ale. 

Die Formeln des vorletzten Pitiagraphen sind ausser ihrer Be- 
deutung für die umgekehrte Dififerenzenrechnung auch noch für die 
Integralrechnung von Wichtigkeit. Da sie nämlich einen Zusammen- 
hang zwisdien der bestimmten Summe und dem bestimmten Integrale 

10 
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Sq>{x) und i g)(it)(kt 

angeben, so kann man ebensowohl jene durch dieses ausdrücken, als 
auch umgekehrt das bestimmte Integral mit Hülfe der bestimmten 
Summe berechnen. Dies letztere ist in den Fällen von Yortbeil, wo 
man die Summe leicht unmittelbar auffinden kann und in der Tbat 
hat auch diese Bestimmnng keine Schwierigkeit, sobald h~a ein Viel- 

faches von h ausmacht. Nimmt man h sbs einigermassen klein, 

tn 

so geben schon ein paar Anfangsglieder der halbconvergenten Reihe 
eine bedeutende Ailnfiherung (wie in dem Beispiele für S — ) und man 
kann daher näherungsweis 

h2g){x) =5 / {p{x)dx - -^Ä[y (6) - y (o)] 



a 



+ 



^ [y'(6) - ,,'(«)] - j-|^ [9)'"(t) - <p"'{a) 



setzen und hieraus ergiebt sich leicht, weil A ein aliquoter Theil von 
ft-a, also b == a ^ mh ist, 

h 

1) / tp{x)dx 



ß 



=» A[i^(«) + (p{a + *) + y(o + 2A) + ... + <f{a+m-\h) +-Ly(a+iw*)J 

wobei aber vorausgesetzt werden muss, dass q)(x), (p*(x) und ^***{») 
innerhalb des Intervalles .r = a bis jt = & stetig und endlich blei- 
ben. — Es ist übrigens sehr leicht, der Gleichung 1) eine geome- 
trische Bedeutung abzugewinnen. Werden nämlicli in ieiner durch die 
Gleichung y = q){x) characterisirten Curve*) die den Abscissen ar = 
a und jr =z 6 entsprachenden Ordinaten coiratruirt, so schliessen die- 



*) Es ist hierbei immer ein reditwinUiehes Caontmlensfsteffl voraosgesetzu 
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selben mit der Strecke b — a der Abscis«enacbse und der Cunre 
selbst eine Flächte ein, deren Grösse durch 



jyix = /qp(, 



q)(x)dx 

ausgedrückt wird. Theilt man ferner die Strecke h-a in'm gleidie 
Theile und nennt h einen solchen Theil, so kann man jene Fläche 
leicht in Streifen zerlegen , wenn man durch den Endpunkt jedes Thei- 
les eine Ordinate legt. Um nun vorerst bei einer noch etwas rohen 
Annäherung stehen zu bleiben, sehen wir jeden solchen Streifen als 
Trapez an und dann giebt die Summe ihrer Fliehen einen approxi- 
mativen Werth der krummlinig begränzten Fläche. Diese Summe ist: 
\h[q>{a) 4- q>{a + Ä)] + \h[(p{a + Ä) + q>{a + 2A)] + 



• • • 



+ -tÄM« + W-2Ä) + q>{a + m^lA)] 



+ i*[y(ö'+ m-lA) + q>{a f mA)] 
und sie stimmt mit der in No. i) vorkommenden Summe überein« 
Die ausserdem auf der rechten Seite der Gleichung Ij befindlichen 
Grössen bilden daher zusammen eine Correktion um die Annäherung 
weiter zu treiben. Um die Brauchbarkeit der Formel an einem Bei- 
spiele zu zeigen, wollen vrir das lutegral 

■ 

dx 



■I 





auf die angedeutete Weise Berechnen, was zugleich den Grad der Ge- 
nauigkeit der Formel 1) einigermassen erkennen lässt, da der Werth 
des fraglichen Integrales im Voraus bekannt und » -^ ;r ist. Wir 
haben hier a = 0» ( &= 1 und nehmen m =: 4 also A = •!-. Die 
auf der rechten Seite von 1) in Klammern stdiende Summe ist jetzt 

für ip{x) = -y^ 
■r i+(^)> + n-(^)» -»- l+(-|-)^ "^ 1 + (-!■)' ^ * l + (^)» 

» 0,5 + 0,94117647058 + 0,8 + 0,64 -f 0,25 

= 3,13117647058 

10* 
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und der vierte Theil hiervon beträgt 

0,78279411764. 
Zu dieser Samme von Trapezen ist nun die Correktion hinzuzufügen. 
Man findet leicht 

mithin 

Ber BeU^g der Correktion ist mithin 

+ -irW- • i = 0,00260416666 
4*. 12 ' 

und nach Hinzufügung derselben ergiebt sich der Nftherungsworth 

7853982843 



/ '-r^= »■■ 





welcher von dem wahren Werth -|-7r = 0,7853981634 erst in der 
siebenten Dedmalstelle differirt. 

Man kann der Gleichung 1) leidit noch eine andere Gestalt geben 
wenn man sie zuvörderst in der Form 

q>(x)dx 

a 

= %(a) + y(a+*) + fl(i(« + 2*) 4- ... + 9P(«+«,.lÄ)l 

. + 



Jr 



|.[y (j) - y («)]- +/ ■jjlf'd)- yW] 



+ Ä 



(4-)*[9"'(6)-r'(«)] 



sdireibt und darauf tp(x) = tp(x -f- -|-A) setzt Entwididt man 
^(x-{--^h') nach dem Taylorschen Satze und TemachUssigt alie Glie- 
der, welche höhere Potenzen Ton A enthalten als die vi^e, so. treten 
folgende Substitutionen ein 
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+ \T) 1:2:3+^2) 1.2.3.4 

r»' /** . h tb(b)-%if(a) . / b\* tt/'ib)-tl /(a) 
/g,(T)dx = /v>(x)<tetY ^ f +(t) O 

+ (■2) 1^.3 '7\'2"| 1.2.3.4 

= 2|_^^*)-^<«>J+\2)^ 1"""*'^!^) 1.2 



+ 



k \«V'"(6)-V!ÜM 



--i(4)'[9'W-9''(a)] 
= -^(|)>(»)-V^(«)]-i-(y) 



(^)' 



1.2.3 



1 

tU "\b)-%f/'"{a) 
2 



+ 



WÄ \* tp"\b)- 

-^2} T 



Ausserdem geht die Summe 

9(0) + y(a+*) + y(« + 2*) + --t + 9)(« + **-^*) 

(201-1 \ 
«H — 2^*1 

über. Nach Vereinigung aller Gliedei^ mit gleichen Potenzen von h er- 
hält man jetzt 



I i tp{x)dx 



2) ^ 



= A[v>(a + -|-»)+v(«+i*) + V'(«-feT*) + -«- + v(« + — T"*)] 



+ 



^'[v;'(6)-v'(«)] - ^[r\^)-r'(a)} 
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Auch hier ist die geometrische Bedeutung eine sehr einfache; zerlegt 
man nämlich die durch das bestimmte Integral linker Hand ausge- 
drückte Fliehe wieder in Streifen wie Torhin und sieht jeden Streifen 

h •'d 

als ein Rechteck an, welches = h zur Basis und die in der 

m 

Mitte der Grundlinie errichtete Ordinate zur Höhe hat, so giebt die 

Rechtecksumme 

htp{a + j^h) + Ä,/;(fl + -1.A) + AV;(a + -I-A) + ... + t^/a + -??^ä\ 

einen Näherungswerth (ur unsere Fläche. Da nun die genannte Recht- 
eckssumme auch in der Formel 2) Yorkommt, so ersieht man» dass 
die letztere auf ähnliche Weise durch Rechtecke wie die Formel i) 
durch Trapeze die Annäherung bewerkstelligt. Nehmen wir beispiel- 
weis wie vorhin a ä 0, * == 1, m .= 4 

so wird h = -^ und die rechte Seite der Gleichung 2) geht über in 



oder 



le.ieW 16 _ 1 j_ 

65 "^ 73 "^ 89 "^ ll3" 16.24 * * 

0,24615 38461 5 
0,21917 80821 9 
0,17977 52808 9 
0,14159 29203 5 



0,78670 01295 8 
— 0,00130 20833 3 



0,78539 80462 5 
was von dem wahren Werth -^it erst in der siebenten Decimalstelle 
abweicht. Wäre der Betrag des Integrales im Voraus nicht bdcannt 
gewesen, so hätte man doch aus der Vergleichung der nach den bei- 
den Terschiedenen Methoden erhaltenen Zahlenwerthe 

0,78539 82843 

0,78539 80463 
den Schluss ziehen können, dass auf sechs Dezimalstellen genau der 
Werth des gesuchten Integrales s= 0,785398 sei. Ueberhaupt wird 
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man immer wohl thun, den Werth eines unbekannten Integrales nach 
zwei verschiedenen Methoden zu berechnen , weil man ausserdem nicht 
angeben kann , auf wie viel Dezimakteilen das gefundene Resultat rich- 
tig ist; ohne Keniitniss aber des Grades der Annäherung haben Zah- 
lenaogaben nur sehi* untergeordneten Werth. 



f. 14. 
Btafaelie Sununimiis diircli l|u*dr*tiirea« 

Eine der brauchbarsten Darstellungen von 2q>(jaß) besteht darin, 
dass man diese unbekannte Summe in ein einfaches bestimmtes Inte- 
gral (Quadratur) verwandelt, worin x als willkürliche Constaute er- 
scheint Diese Ausdrucksweise ist besonders deswegen von Nutzen, 
weil sie die gesuchte Summe in einer geschlossenen Form giebt, 
wodurch weitere Untersuchungen jedenfalls bequemer werden, als 
wenn man Sq>{x) in eine unendliche Reihe aufgelöst hatte. Der Ent- 
wickelung dieser merkwürdigen Resultate müssen wir aber erst die 
Ableitung zweier bestimmten Integrale vorausschidLen. 

I* Es sei zunächst der Werth des Integrales 



1) S 



-S 



e»^'— 1 



worin s eine ganze positive von Null versdiiedene Zahl bedeutet, zu 
ermitteln. — Beachtet man, dass 

ist und wandet auf den rechts stehenden Bruch die Formel 

^ == 1 + a? + a;» -I- ... + «^«- + ^ 



1-x ' \-x 

an, so erhält man ohne Muhe für x == e~*^^< 

' 1 



e*r«_l 



-In»« 



= «-»^« + er-*»« + tr*^f + ,.„.. «-*•"« -f Y — ^jf «-»"« 



US 

oder durch Transposition des Restes 

1 *: e-um 



Multiplizirt man diese Gleichung mit O^^^dt und integrirt darauf al- 
lerseits zwischen den Gränzen t =s und i =: od, so wird 



J «'"'—1 J e»'''— 1 



-0 






+y: 



00 





wobei links das erste Integral es 5 ist und alle Integrationen auf der 
rechten Seite mit Hülfe der bekannten Formel 

00 



/ 



;r.^».,, = i^^-^^-(p-y> 





ausgeführt werden können. Es ergiebt sich so 






2) S — I -^1^ — :- e-»»^y^ 
_ 1.2.3.,.(2<-.l) r 1 . 1 . 1 .1-1 



(27r)' 



lieber das links vorkommende Integral bemerken wir Folgendes. Der 
Ausdruck 

kann zwischen den Gränzen r := bis ^ = co nieht unendlidi wer- 
den; denn hierzu wäre nöthig, dass entweder sein Nenner = oder 
sein Zähler unendlich wurde. Der erste dieser beiden Fälle tritt nun 
allerdings für t = ein, aber dann yerschwindet auch der Zähler 
und man findet nach den gewöhnlichen Methoden zur Bestimmung des 
wahren Werthes unbestimmt scheinender Bräche^ dass fSr ^ = 
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= 1 ist für f = 1 



und =s= für jedes« ^ 1« 

Im andern Falle, wo t^*^' unendlich werden soll, kann nur t =s co 
sein und jetzt wird der Nenner ebenfalls unendlich und man findet 
leicht, dass für l = oo 

— = 

wird. Da nun unser in Rede stehender Bruch selbst in den ungün- 
stigsten Fällen nicht unendlich wird, so folgt, dass er innerhalb der 

» 

Gränzen ^ = bis ^ s» ao stets endhch bleibt und dass mithin auch 
sein Maximum Ä und sein Minimum B, welche er während jenes In- 
tervalles erreidien kann, endliche bestimmte Grössen sind. Es ist 
also Tür jedes t von t = bis t = co 

^ 1 'positiv 

und da g-^^^ innerhalb jenes Intenralles positiv bleibt auch 



\ e»»'— 1 / 



e-vtt ^ 



hieraus folgt augenblicklich nach dem Satze, dass wenn tf>(t) inneriialb 
des Intenralles t = a bis f s=s ß' eeia Zeichen nicht Sndeii, auch 

tf>{t)dt 



t/v 



a 

dasselbe Vorzeichen wie tp{t) besitzt, 

Ä ^ — - 1 «-«»»*A > 

CO 

B =- — - I e-»»Ä«A 
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und durch Integration der einzelnen Tbeile Qiesst hieraus die Un- 
gleichung 






i 

■ ^0 











Lassen wir die noch unbestimmte ganze Zahl n ins Unendliche wach- 
sen und beachten , dass A und B von n unabhängige Grössen sind^ 

AB 
so folgt Um TT — *r? lfm -jr — =: und mithip auch 
^ 2n7t 2ai7t 



im # 

^ e*^'— 1 



Itt» / ~ 6~2«^<A =0 , n =5 OD. 



Dieses Resultat lässt sich mit Vortheil für die Gleichung 2) benutzen; 
gehen wir nämlich auch in dieser zur Gränze für unendlich wachsende 
n über, so wird 
^ 1.2...(2s-l) r 1 ^1,1^ . .«. 

^ = (^^)i^ — l'W + "äS" + "sS- + ••• ••• *"^' 

d. i. nadi einer sehr bekannten 5ummenformel 

* = 1 27 '**-* 
und vermöge des ursprünglichen Werthes von 5 haben wir nun die 
Integralformel 

'CO 



"'/ 



t^*-idt 1 

= TT- B, 







worin B^s-t die s^c Bernoullische Zahl bezeichnet« 

II. Mittelst der so eben entwickelten Gleichung ist es sehr leicht, 
den Werth des Ausdruckes 



4, F=i- + 2 ri^}!^^ 

V J e«^« — 1 





aufzutinden. Dann setzt man statt stnv^ die bekannte stets conver- 
gente Reihe, so wird 



lU 



" ^^(T 1.2,3 "*" 1.2.. 5 *"ie*««— 1 

» "^ 1 ' ~y ««;r«_l 1.2.3 / «im_l 

"^ 1.2..5'^ ete«_l 

d. i. wenn man alle Integrationen auf der rechten Seite mit Hälfe der 
Formel 3) fäf « s: 1, 2, 3, ... ausführt 

^ ü ^ 1.2 1.2.3.4 ^ 1.2. .6 

Nimmt man dagegen in der bekannten Gleichung 

a «»»*»«-„ 12 1.2.3.4 1.2. .6 
M = vyj -l, 80 ergiebt sieh nach beiderseitiger Multiplikation mit /IT 

*' ei'— e— r» ~ o "*" 1.2 ~ 1.2.3.4 "^ 1.2. .6 ~ ••• 
mithin durch Vergleichung mit 5) 

Substituirt man für V den urspränglichen in ,No. 4) verzeichneten 
Ausdruck, so folgt aus dem Vorstehenden die Gleidiung 

«) ^mr-v-^ + V >^r" 



von der wir gleidi nachher Gebrauch machen werden. 
III. Der Werth des bestimmten Integrales 

t^fiu) du 



ß 



ist offissbar nur von a , h und o? abhängig und bildet daher irgend 
eine Funktion von o?; setzen wir nun 
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7) /«»«/((«) d« = €pix] 





a 

SO lässt sich für jede auf diese Weise entstandene Funktion ^(x) 
leicht ein einfaches bestimmtes Integral angeben, wodurch man den 
Werth Ton 2q>{x) erhält« Zunächst i«t leicht die Richtigkeit der 
Gleichung 

:S(p{x) = 2 I ^f{u)iu = / 2(ß^)f(u)dH 

a a 

einzusehen*), aus welcher man vermöge des bekannten Werthes Ton 
S(<^) sogleidi erhält 






a 

Nach Formel 6) ist aber andererseits 

1 _ JL _ o. -L Q /^" ^sinhutdt 
«*«— 1 ^ hu • "^ ^ «»^—1 

und durdi Substitution dieses Ausdradis 



*) Setzt man nimlich Tor der Hand noch anbestimmt 



2q>(x) = f ^{x)f{u)du 



a 
und nimmt ^aTon die Differenz, so ist 



bSfp{x) = i ^(fl + h)f{u)du — /^(ai)f(u)du 

= / |V(^ + ^) — ^iim{u)du 
a 

q>{x) = / AV'(«Mw)du 

und wenn man dies mit No. 7. vergleicht, so folgt Atff{x) =r e^, mithin t^(^) 
(J?e**) wie im Texte behauptet wurde* • • 



oder kurzer 



1S7 



r,(.) = /^/<.)^£ - + + ^/"-^^ 



d. i. 



8) 2q>{x) = \ r ^m i^ ' -r p^Mdu 






a ^ 

Der Werth des ersten Integrales ist leidit zu finden; denn setzen wir 



/ 






so ergiebt sich durch Differenziation nach x 

^f(u)dt 



/ 



dx 



a 

wobei die linke Seite == q>(x) ist nach No. 7); aus q>{x) = 
^ folgt jetzt 



= l^ißs 



)dx + C 

Benutzen wir dies und die Gleichung 7) unmittelbar, so geht die For- 
mel 8) in die folgende über 

9)2q>{x)^Y /^(x)dx^^(x) + 2/^ 

wo es noch auf die Reduktion des Doppelintegrales rechts ankommt 
Da der Ausdruck 

immer endlich und stetig bleibt, welches Paar spezieller Wertlie für 
11 und t man auch aus den Intervallen u = a bis u = ( und ^ = o 
bis ^ = OD herausgreifen möge, vorausgesetzt, dass f(u) während des 
Intervalles m :^ a bis « = fr weder unendlich nodi diskontmuirllch 
wird, so ist es erlaubt, in dem firaglichen Doppelintegrale die Integra- 
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tioiien in umgekehrter Ordnung vorzunebmeo und es also in der 
neuen Form 



/OD . /^b 

-j^j^— j- /e^8inhtuf{u)du 





darzustellen. Die Integration in Beziehung auf u ist hier sehr leicht 
auszuführen ; denn man hat für V - 1 = t 

I iF*8inhtnf{u)du 
= / "^ 2i = "2^ i/ «^*"^'''^lf(«*)^^ 

a a ' . 

d. i. wenn man die Formel 7) berüdisichtigt 

Substituiren wir diess in 10), so reduzirt sidi das in Rede stehende 
Doppelintegral auf ein einfaches und nach No. 9) erhalten 'wir jetzt 
die merkwürdige Formel 



11) 2(f{x) = y f<p{x)ä3S + C — ^(x) 



. 2 f*'^^ y(a;+W-i)-y(a'-W-l) 







2/^ 



die' wir «iniehst durch einige Beispiele illustriroi wolko. 

\ 

Beispiele und CSrif;ettening des vorlfpeii TheoremeB. 

1 
Die Funktion ip{x) = — gehört unter die grosse Zahl' derjeni- 

geh FuaklioAen, auf . MfBlche si^di die Formel 11) im vorigen Parag^r»- 
pheu anwenden ISsftt; da näaiUcb. 



ß 



1S9 

^ 1 



X 

— OD 

ist, so erfüllt q^i^x) die ilim auferlegte Bedingung. Beachtet noan fer- 
ner, dass jetzt unter Voraussetzung eines positiven x 

I ip{x)ix = / -^— = te + Const. 

ip{x + hti:j)-if{x-htfri) = _ ^y^, 

so führt das Theorem 11) unmittelbar zu der Formel 

Hieraus lässt sich ohne Mühe auch nieder die hftlbconvergente Reihe 
für ^ — ' s^leiten, was um so weniger überflüssig iBt, ab diese Ent- 

X 

V 

Wickelung viel Licht auf die Theorie jener Reihen wirft. Schreibt 
man nSmlich die Gleichling 1) in der Form 

1 te „ 1 ^ P"^ dt X 



X h 2x 



1 P 



2) 5—= — + C „_ _ , ._. . , ,, ^ 



•"■-■•+(^f 



so liegt der Gedanke sehr nahe, das Integral auf der rechten Seite 
daduroh au mrwertfaen, dass man den Bruch 

X 



i-+ 



(^J 



in eine Reihe verwandelt, und darauf die einzelnen Glieder derselben 

dt . 
nach Multiplikation mit -^ ^ integrirt. Man kann'd[)er die frag- 

liehe Aeihe nicht ins Unendliche gehen lasseu« wail die bekanntq 
Formel 

■—- — = , =rtf ^— ü* rf t>* — «' + • . . . tn \%f. 
1 + »* 
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ein Seht gebrochenes v voraussetzt, was hier wo o = — zu setzen 

wäre, wegen des Intenralles ( =s bis t = ao nidit zu eriangen ist. 
Man muss sich daher mit der Verwandlung in eine endliche Reihe 
begnügen, indem man die Formel 

— ?-^ = »_»»■+• o* — w' + + (— 1)"«»*^» 

1 + »" 

(—1)»+'»*^' 



in Anwendung bringt, die Ifir jedes beliebige v richtig bleibt Man 

findet so ohne Mühe: 

ht ' 

A /!!^iL_ __Z__ 

«» / e*»«— 1 «* ./ e*«*— 1 «V ,/ e*^'T-l 

*^» *^o '^e 

+ (— l)"^'*J=i 2 / — ^ ^ 



• « 



• • • • 



^0 

+ (— l)»+t__ 2 I ____ _____ 

und durch Ausführung der einzdnen Integrationen rechts nach For- 
mel 3) im 6. 14 

ht 



"U 



"^ dt ¥ 



^t ' '^'^« 



' '+(!)• 






+ (.1)-+. iü:^ 2 /•!!ü!i!*_ 1 



äv • 



1« 

Da nun femer — j das Maximum von — , .^.jj innerhalb des Inter- 
valles r =: bis ^ = Qo darstellt, also 

x^ + hh^ ^ X* 

ist und ausserdem der Faktor während desselben htervalles 

sein Vorzeichen nicht ändert, so ist 



d. i. 



2 r '^**^'dt 1 /» 

« e 



1 ^ JL p i 



il 1 

und mithin dürfen wir das Integral ==■ 5- ''s»--! — setzen , wo % 

einen positiven ächten Bruch bezeichnet. Substituiren wir dies in 3) 
und die so entstehende Gldchung in No. 2), so gelangen wir zu der 
Formel s ' 

5^ = ^ a. /" 1 in * j- 1» ** 

■■' "*" 2n-2 *^» »«»-a "T" ~ä»~ *"~* "i*^- 
Hieraus ergiebt sich endlich durch Addition der identischen Gleichung 
n (-1)" B *'*~^ (-1)" I, ^!~i 

für 1 — X =: ^, wo ^ positiv Seht gebrochen ist 

*^ ^1? - T + ^ ~ 25 ~ ^** ^ + ^*» ^ " •••• 

. (-1)» „ A«-i , (-I)"g » *«*-t 
• • "•■ "2n" *"-* IcSr T" 2» *"^ lpS~- 

f 

Dieses. Resultat stimmt voULommen mit dem in §. 12.11. TerzMciuuBleB 
2aflammen und man erhält das letztere daraus, indem man x xs bp 
X ^s^ a setzt und nach gcscfaebener SubtraktioB mit k multylizirl. 

11 



l«l 

ZagUich hat man aber den Vortheil, den Innern Grund der nicht 
durchgängigen Convergenz der Reihe zu erkennen, indem das Integral 

welches den Rest der Reihe bildet, für unendlich wachsende n sich 
nicht der Gränze Null nähert, sondern im Gegenlheile unendlich 
wächst, obschon es anfangs abnimnU 

II. iNimvAt mfin das Integral vo« e^dii «sinisdieR den Gränzen 

u = 1 und H = — OD, so wird 

1 



/ 



X 



-00 



und hieraus ^eht hervor, dass man 9>(.r) = — setzen darf. Diess 



gieht 



ß 




q>iai)iJf «* / ^ doR =« ftXaf») «f- C9nu 



wo li den Integrallogarithmus bezeichnet; ferner ist für V-1 = < 

q>(x+htt)-g>(x-hti) ^ ^-^^ _ ^-"^ 
2i "^ x+hti ~ x-JW 

X sinkt — htcosht 
= a?* + »M *"• 

Mittelst dieser Substitutionen erfaUt man aus der Formel II) in §. 14 



^)4 = \iKe^) + c-g 



+ 2e* / ^^^g xsinlu 



— htcosht 
+ h^t^ 



III. Da in der ganzen Ableitung unseres Theoremes 11) in §. 14 
durdiatts niehts l&gt, was uns nAthigte, ien Qrössen a, b ond fiu) 
nur reelle WerOie beindegen, ao sind wir berechtigt, dasselbe «ich 
•ttt «sISbIm VankUoBta 9(0:) ausatdehneii, welche ihre Entstehung 



IM 

der Integration einer imaginären Funktion f(u) zwischen imaginären 
Gränzen a und 6 verdanken. So ist z. B. fßr a = — i, b c= +, i. 



1 /^* I 



St 9 

— t 

uod daher muss unser Theorem auch fnr diese Funktion gelten. 
Diese Bemerkung ist deswegen von bedeutendem Gewicht, weil sich 
mit ihrer Hülfe zeigen lässt, dass jenes Theorem ganz allgemein 
für jede Funktion g)(x) gilt, wenn nur x keM solchen speciellen 
Werthe erhält, dass q>(x) dadurch unendlich würde. Hierzu bedarf 
es nur des -Nachweises , dass jede Funktion g>{T) unter die Form 



/^f(u)du 



gebracht werden kann. Setzt man mm « «r ,— QD,t, ft =: + coi;iiB|d 



-ß 



6) A«) » ■ / gKO '^jT^ dt 



so wird 



^f(u)du = ^ je-d» yf 9(0 — ^— A- 

Nimmt man hier u s=: ot , wo ü eine neue VariaMe bcaeidmett sO 
wird <Itt = tifo; an die SteMe der ftr fl hegOT firlumigleicbiingeB % =5 
— aot und u 8= aot* treten die neuen m » **« odi uiid ft 3= oof 
d. i. n = — OD und ü sr oo ^ und s«mit geht das obige Doppeliii* 
tegral in das folgende über 

— # ««^ / (fi$)KQi1»t dt 

1 f^ r^ 

=: — i co$xviv i y(t)co$9tdi 

11* 
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+ 



— i tmxvd» I ^(t)e»i vt dt. 



-OD « 

Denkt man sich jedes der beiden in Bezug auf v genommenen Inte^ 
grale in zwei andere von v = bis v =: -f- x . und von v = 
bis o = — OD zerlegt, und berficksichtigt, dass der Ausdruck 
cos XV €08 tv die Eigensdiaft t//( — v) = tf;(v) , dagegen ginxvcos tv die Ei- 
genschaft xf^{ — o) = — ^(v) besitzt, so erkennt man leteht die Rich- 
tigkeit der Gleichungen 

1 /^^ /^^ 2 /^"^ /^^ 

— / cosxvdv I ^ifjcosvtdt^ — # co$j^ dv / (fit) cosvtd4 



— i nnJTvdv i g>{t)cosvtdt = 0. 



Der Werth des ersten Integrales ist aber dem Theoreme von Fourier 
zufolge *) =: q>(xyr wobei er und ß ganz beliebige positive Grössen 
sein können und nur vorausgesetzt wird, dass x zwischen a und ß 
liege und für kein derartiges x die Funktion ip(x) unendlidi werde. 
Bleibt daher q^{x) endlich für alle x von x = a hh x -= ß, so 
kann man die Gleichung 

y{a?) = # e^fin) du 




behaiq[>ten luid sie 9su einer ideatischea macben, indem man die fflr 
a, b und /^u) ^j^egekenen Substilotionen vonummt. Die Formel 11) 
in §. 14 bildet mit dieser Erweiterung die allgemeinste der ein- 
fachen Summenformel, die nur verlangt werben kann und bietet 
zugleich den grossen Vortheil dar, direkt diejenige Operationen 
aufzuzeigen, mittelst deren 2q>(x) aus 9>(ap) .abgeleitet wird. Das bis- 
herige Verfahren nämlich, um die verschiedenen Punktionen mit end- 
licihen Differenzen zu integriren, war ein durchaus indirektes, indem 



*) Eine ausführliche Oarstelluiif der . mit diesem wichtigen Satze zusaimmeii- 
klkDgeadeji Lehren findet man in des Verf. „Analytischen Stodinn U/* 
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man nur dadurch zu der Ldsung einer Aufgabe kam, dass man sie 
auf mehrere andere bereits gelöste zurückführte, womit sich zuletzt 
Alles auf wenige Grundformeln reduzirte, welche man durch Umkeh- 
rung der einfachsten DUferenzenforioeln erhalten hatte. 

I* 16. 
ktttegrale* 

; • • • • • ' • ■ I* 

Die.^ethod^, welcübe iii §«< 14 zur Kenntnis» v«n Sf(ic) föbrie^ 
lässt sich ohne grosse Mühe auch zur Bestimmung der vielfachen 
Summe 2**'^(p{x) anwenden, wo n eine ganze positive Zahl bezeichnet. 
Denn aus 






folgt» indem man mehrmals hinter einander die Summe nimmt, 

a 9 

WO es nun darauf ankommt, den Fafctoi; 

1 

in ein bestimmtes Integral zu verwaRAelh» S4^ wie eis in §. 14 für 
n = 1 schoii geschehen ist.' Man . gehngi Nbierau durch folgende ,Be^ 
trachtungen« BeKeichoet man den uten Differenzialquotienten voo \p{z) 
mit D*tlK%)^ so tpk der Satz*): x ' 



■ « 



*) Ueber die Ableiiung dieser fOK Jfblmtton geftindenen Formel sehe man des 
Verf. Handbuch der Diflferenzialfecbnaiiy S. f9l. Formel 8, 



1«6 

oder für -- — ^ = Z 
«* — l 

3) (— 1)»-*D*-'Z 

»-1 n-1 n-l %~\ 

wobei die mit J bezeichneten Coeffizienten mittelst der Forme] 

X = P*— (p-D-ff -l)i+<j»-2)'»(p-l),— (p-3)"(p-l), + ... 
iiestimmt Vrerden. Verwuideln wir:««» jeden in der Reiht 

» 

\z + \l>Z + 1,Z)*Z + ... + ViJ^*^ 
vorkotnmenden lMfferen2ia]qiiot{enten nach dem Sebema 3) und lassen 

die hier Torkommenden Grössen A«, itf, ...* i«.! Tor der Hand nodi 
unbestimmt, so erhalten wir 

\z + \m + Aj>n + ... + Vii^'^ 

= i,Z 

» M • »^ i 
— A^ \JiZ + i^P[ 

+ A^ \jiZ + /,Z» + j,2>; 

— i, jj.z + j,z» + j»^ + /4ir»l 
+ 

o^üer ^^«ovdn^t il«di PWCeMfeen: vob Z' 

= M, - V, 4- Vi - ... + >77J)*-'i„/, i, z 
- Pi,!/, - i,/j + ii i^.,. .'-tt--(-i>-i,^,'/l| z» 
+ jv,:- V, .+ , 4r (-i)"-%^7,; z» . 



f — >■• 






+ (-i)-|i,-,J,^, - ^»-i/,.-,| z^' 

■•■■•• ' « '• tut 1 • 



♦ • 



J' 



1«7 

Setzt man nun die Coefiizientea von Z, P-^ Z^, .*.. 2>~* säpiniQich 
= und 

A^,J, = 1 
so bat man n Gleichungen ersten Grades zur Bestimmung der bislier 

n n % n 

noch unbestimmt gelassenen n CoefUzienten A^,,Ai. A^f ••• An^^ und 
für die so erhaltenen Wertbs dieser ftrössen g&t nun die Gleichung 

i 

4) A.Z + A^DZ + ijZ)*Z +.-,. + ^-ii>*-*Z 
Nach Formel 6) in §. 14 hat man ferner wegen -^ — =- = Z 



f i 

mjd hieraus ergiebt sich durch sMccessive partielle Differenziationeu in 
Beziehung a«f «, . : . 

DZ^^X + 2 f^f^*^* 



■,^ 1:2.3^ ,, f^flm&idt 

D^Z = i .-TT 2 / r- 





und weAti man dies Alle#; in Me Glek|nn)g'4) substituirt, so verwan- 
delt sich die letztere in ' 

(_l)»-iZ».= -4-4, + X^- 1-^1^ + 1-2.^2 p+ 



> I 



•/ 



.... + (— l)"-n.2..(n-l)i„_^ ^ 



2 



n 



,«' + V - j 
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'/ 





hier wollen wir zur Abkürzung 1.2.3...m mit m* bezeichnen 
5) X — i'* + i^* — i'* + •••• =» T^ 

6) Xt—A^t^ + ii« — ii<' + .... = r, 

setzen und die ganze Gleichung mit ( — 1)""*^ multiplizirra. Vermöge 
des Werthes von Z wird dann 

1 



2 











* 1 



wobei wir um grösserer Symmetrie willen ( — l)*-*0*ij — für 

% 

* 1 

(-l)*-*Jj — schreiben werden» indem wir unter dem Symbole 0* die positive 

Einheit verstehen. Setzen wir x = fcu^ multipliziren mit el^f(u)du 
und integriren darauf zwischen ^en Gränzen u = a und ti =s 6, so 



wird 






a 



(h-2V »■ /^*1 



■« » 



+ , 




l«t 



+ (-1)- 



-i)»-«2y€»/(«)dM / —^^—-T. 

a 

Die einfachen Integrale, welche auf der rechten Seite Torkommen, 
stehen unter der geioeinschafUichen Form 



J «" 



n . 

worin ^ den noch unbekannten Werth bezeichnet. Man hat aber 
und mithin 

(m) 



./; 



Für das erste Doj^elintegral in 7) kann man auch, abgesehen vom 
CoeiBsienten, schreiben 






^^ o 

OD 



'/^ 



und ganz ähnlich für das zweite 

/ '- Ji / &^coshtuf(u)du 

» • • . * 

/Wobei t = V^ ^^ I^l> ^n diesen )Biü>stitutionen erhilt man aus 
No. 7) 



f-< 



(«*•—!)* 



(n-iy • 
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(»-1J 



" /^W (n-2V » /-»(»-iJ 



/^ 




i» n 






'/ 



Nach Formel 2) ist dies zugleich der Werth von ^^'>(p{x) ; fugen wir 
zur Gomplettirung desselben noch den aus n willkührlichen Constan- 
ten gebildelen Ausdrui^ 

Co + Cix + Cjjc» + .... + Cf^x^"^ 
hinzu, so erhalten wir die allgemeinste Summenformel: 

- ■ („.2)' '«' /♦('^'5' 

r-i)»-»0' » ■ /^ (-1)» » ■ 



/^ 





+ Co + CiX + CjX« +'•••• + C'„-^^"^. 

Nehmen wir beispielweis n ^ 2y s^ siAd ^ und A^ aus den Glei- 
chungeii / 

'2 i 1 'i 1 

II 2 2- 

zu bestimmen 5 da J| = 1 , /, = 1 ^^t, so folgt \ =» 1, ^j = 1, 
und mitlün ^ .\ . . 



= p / ltp{x)dx^ ~ T / ^^^^ *" "^ ^^*^ 
J e»»'— 1 2VTi 

1 
In der Anwendung auf die spezielle Funktion q>(x) =• — giebt dies 

MV 

sehr eiofadi 

vvi. _ «( fa - 1) _ ^-f . J_ 

» ' 

wobei man , wie in §. 15 , 1. leicht eine halbcopTergente Rßibe fAr das 
Integral suhstiituiren könnte^ Der, Tortheüfaafte Cebrauch der allge- 
meinen Fortt^I 8) erhellt hieran^ fon selbst udd an ßeispiden dazu 
wird es nicht fehlen, da die Funktion q)(x) nur d^r BediogiiQg« «ad-* 

lieh zu bleiben, unterworfen ist.» 

» > • 

n n n 

Für die Berechnung der GoeiBzienten i^ , Ä^, A^ etc. verdient noch 
der Umstand hervorgehoben zu werden, dass man statt der indepen- 
denten Bestimmungsweise auch ein^ rekursiTe anwenden kann, die viel 
bequemer ist« Differenzirt man nämlich die Gleichung 4) d. i. 



9) 



(«*-!)' 



n 



- ^* e'-l 



i_.^;.(_L_)+j,,.(_i_) 



n 
... -f- A 



und iverfidisiclitigt, dass 

ist, s<K wird zuniohBt.- ■ ' i . 
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(-1)»H , (-1)«» 
+ 



(e»-l)H-t ' (e»-l)" 

Hier kann man das zweite Glied der linken Seite nach Formel 9) in 
eine Reihe verwandeln und wenn man nach Transposition d<yr»elben 
mit n dividirt, so wird 

(-1)« 



(e«-l)n+J 



M 



Vergleicht man dies' mit demjenigen, was aus der Gletchiing 9) her- 
vorgeht, wenn man in ihr n + 1 an die Stelle von n setzt,, so erge- 
ben sich die Relationen 

-^ = -^e » ^1 = .^i + — -4|i » -<*! =s= 4» + — 4| , , . . • 
^erhaupt für p>0, 



»-»-1 » I * 

10) ^p = ^,, + — i,^. 



Setzt man weiter 



n 



^' = ■ lJ.3. .(n-i) *' 



WO JTp ein noch näher zu bestimmender («oefßzient ist, so geht die 
vorige Reziehung in die folgende über 

n+l n II 

I 

Dieselbe Relation findet aber auch zwischen den CoefBzienten K in 
der Reibe 

w(w + l)(ti + 2)...(ti + »-l) = JK|i« + K^u^ •+ .4.. + Kjit 
statt, wie man sogleich erkennen wird^ wenn man die vorstehende 
Gleichung mit n 4- u mültiplizirt und dies ' mit Demjenigen vergleicht, 
was entsteht, wenn man in ihr n -f" 1 ^'^ ^ subistituirt. B» sind 
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daher die Coeffiäenten K identisch mit den FacultätencoefBzienten und 
die Foimel 11) fQhrt nun leicht zu der Tabelle 



» 


1 


2 


3 


4 


6 


6 


7 


If. 


1 


1 


2 


6 


24 


120 


720 


^■^ 




1 


3 


11 


50 


274 


1764 


K, 






1 


6 


35 


225 


1624 


If« 








1 


10 


85 


735 


K, 










1 


15 


175 


Kt 












1 


21 


Kl 








! 

1 






1 



Dividirt man die Zahlen der zweiten Vertikalreihe durch 1, die der 
dritten durch 1.2, die der vierten durch 1.2.3 etc., so ergiebt sich 
hieraus die Tabelle der Coeffizienten Ä nämlich 



n 


1 


2 


3 


4 


5 


6 


' 


^ 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


^ 




1 


-8. 


¥ 


ü 


^ 


^ 


^ 






i- 


1 


M 


¥ 


180 


^t 








"5* 


Ä 


^ 


u 


^« 










Ä 


-I- 


& 


^. 












tk 


7 


^. 














7äd 



weldie man mit Hälfe der unter No. 10) Terzeichneten Rekursionsfor- 
mel leicht fortsetzen kann. 



\ l 



, • • » 1 



Dritter Theil. 



DUTerenzenipleleltiuigeii« 



Allgemeine Begrlire« 

Nidit immtf sind, wie in dem forigea Theile, die Differenzen 
der Funktionen unmittelbar gegeben, so dass es nur einer endlichen 
Integration bedarf, um von den Differenzen zu den Funktionen selbst 
zu gelangen; im Gegentheile liegt oft nur eine Relation zwischen der 
Funktion und ihren Differenzen mit der Aufgabe vor, aus dieser Be- 
ziehung die Natur der Funktion za bestimmen. So ist z. B. unmit- 
telbar einleuchtend, dass die Gleichung 

^y == F ^ ^^^^ ^ ~ ^^^ ^ ^ 
nicht für Jedes beliebige x und y, sondern nur dann bestehen kann, 
wenn y eine gewisse noch unbekannte Funktion von x ausmacht; 
diese Funktion wäre in dem vorliegenden Falle leicht zu errathen, sie 
ist nämlich y = x(x + h) , wovon man sich a posteriori leicht über- 
zeugen kann, es versteht sich aber von selbst, dass die Wissenschaft 
sich nicht auf ein Rathen oder Probiren einlassen darf, sondern statt 
dessen ein geordnetes Verfahren zur Auflösung derartiger Aufgaben zu 
substituiren hat. Gleichungen von der obigen Form, deren allgemei- 
nes Schema 

m 

1) Oiy , Jy , J^y , .... J^y) = 
darstellt, nennt man Differenzengleichungen, diejenige Funk- 
tion y = fix), welche die Gleichung erfüllt, das Integral der 
Differeuzengleichung und das Verfahren, wodurdi man zur Auf- 
lösung der Gleichung, d. h. zur Kenntniss von f{x) gelangt, die In- 
tegration der Differenzengleichung. Die verschiedenen Mittel 
nun auseinander zu setzen , durch welche man die Integration der man- 

12 
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nichfaltigen Difierenzengleichungen bewerkstelligt, ist der Zweck dieses 
dritten und letzten Theiles der Lehre von den Difierenzen und Summen. 

Zunächst verdient die Bemerkung beachtet zu werden, dass man 
aus der Gleichung 1) die Differenzen Jy , J^y ■, J^y .... wegschaf- 
fen kann, indem man sich errinnert, dass 

^y ^ Vi — y p 

Jhf = yj — 2yi + y , 

> 

^^y = yz —.^yi 4- %i — y » 



ist, wobei Wie sebon firöber y^ die Punktion f(jD^9k) liezurchnet. 
Die tileichun^ 1) nimmt dann dief Pörm 

2) V(y , yt , y2 , Vz » •••. y») = ^ 

an; so z. B. geht unsere beispielweis angeführte Gleichung in 



d. h. 



2h ^ a?+2Ä 

y, — y = — y oder yg ^ —^^ x 



fCx + h) - ±±^ f{a:) 



vber, aus weicher sieb die unbekannte FunktiMi y =:t f(asi) leidit he* 
stinunen lässt. Set^t man nämlich für s der Reihe nach « yü-^h , 

«4-2ft, ... a + m-^lA, so ergiebt sich die Reibe Ton Gleidmogen 



a + m + lÄ 



fia-^mh) = - ■ - /(o-f-w— lA). 

a-i-m — lA 

Durch Substitution von jeder Gleichung in die darauf folgende erhfiH 



man hieraus 



f(a+h) = ^ A«) 



17» 






wo sich im letzten Gliede eine bedeutende Hebung vornehmen lässt, 
nach welcher 






Übrig bleibt. Setzen wir endlich « + »1^ = 0? und den conötanten 
Paktor 

so isi f(x) SS CiD{x +A), womk d» Integral unfterer Gleichung ge« 
funden ist. Etwas Aehnliches lässt sich mit der Gleichung 2) vor- 
nehmen, wenn man sie so aufgelöst denkt, dass yn auf einer Seite 
allein steht, wodurch man ein Resultat von der Form 

erhält. Man hat dann, wenn der Reihe nach jr^^A,»; + 2A,a; + 3A, ... 
ffir X gesetzt wird 

Vn^ — VKy% . y» * y* * • ••• y»+i) 
yh+3 — «/'(y« » y« *»«».-• yii4^) 

Denkt man sich jede Gleichung in die nächstfolgende substituirt, so 
erhält man die Grössenreihe 

yn f yn-H * yn+2 * ^iH-a >•••.•• 

ausgedrückt durch y ,yx > y^ > • • • • y»-^ und das allgemeine Glied die- 
ser Reihe etwa yn^m giebt das lategral unserer Diäerenzengleichung, 
sobald man sieh für o^ -f- <» 4" *^)A wieder kiif2 ^ gesidM^ieben denkt. 
Dabei bleiben aber die Grössen y,yi, ...yw-i unbestimmt, da sie 
nidit von m abhängt, ttnd bilden ebensoirid, tl. h. n, willkährKthe 

ConstaAten. 

12* 
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Bas Integral einer Eüfferenzengleichung enthält also 
so viele willkuhrlicfae ConstantenJ als der Ordnungsex- 
poneni der höchsten in der Gleichung vorkommenden 
Differenz Einheiten zählt. 

An einer Differenzengleichung unterscheidet man endlich noch die 
^Ordnung und den Grad derselben. Ist nämlich die höchste vor- 
kommende Differenz von ^ die nie, so sagt man, die Gleichung sei von 
der nten Ordnung; enthält ferner die Funktion auch Potenzen oder 
Produkte von y , Jy , ^y etc. und ist m der höchste vorhandene 
Potenzenexponent, so ist m der Grad der Differenzengleicfaung. So 
ist z. B. die Gleichung xy — J^y = von der 5icn Ordnung und 
vom ersten Grade, dagegen die Gleidiung y^ -f- {Jy)^ = von der 
ersten Ordnung und vom 3t«n Grade. Dasselbe gilt in Bezug auf die 
Gleidiung ^), welche, wie leicht zu sehen ist, immer denselben Grad 
und dieselbe Ordnung besitzt, wie die ursprüngliche Gleichung 1)« 

inteffratleii der BUrerensenytoiebimipeB ersten C^rade« 

und erster Or<|nanf(* 

Nach den am Ende des vorigen Paragraphen gemachten Bemer- 
kungen bildet die Gleidiung 

P + ^y + ^^9 = 
worin p , q ,r entweder constant oder nur von x abhängig sind , das 

allgemeine Schema aller Differenzengleichungen ersten Grades und er.- 

ster Ordnung^ für ^y = yi — y verwandelt sich dasselbe in 

r-q p 

9i r ^ r 

wobei wir zur Abkürzung — - mit P und mit Q bezeichnen. 

r T 

Um aber deutlicher hervorzuheben, da^s in der Gleichung 

P; und y Funktionen von a^ sind, wollen wir P^., Q^, y^. für jene 
Grössen schreiben, so dass z. B. y» der Repräsentant der Gleichung 
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y z=z f(x) ist; an die Stelle des y^ = f(x + h) tritt dann y^^k und 
nun ist . 

1) Vx^h = Pxtfx + Qx 

die zu integrirende Differensengleicbung. 

Nehmen wir der Reihe nach x ^;^ a, a-f-^« a-f-2/t,...* 
a-f-m — \hy so entsteht folgende Reibe von Gleichungen 

ya^H = faya + Qu 

Jfa+mh = 'a+(m-i )fc!fii+(m-i )fc + Oa+(m-i)fc. 

Durch Substitution jeder Gleichung in die darauf folgende gehen diese 
Gleichungen in die üacbstebenden über 

Va^h = PaSü + Oa 

" - • ♦ • • 

deren Bildungsgesetz leicht zu übersehen ist« Man bat nämlich 

ya^-mh =5= PoFa+fcPo+jfc^.-fft+tmr-ilhya 

+ Pfl4^ fa^^h fa^i»-^yßa 

+ i'o+ifciVflfc fa-^im-iytßaJ^h 

+ Pa+afti*efrf4fc*-..«/*o+(m-|)fc0a+jÄ 

d. i. wenn a '^ mh s:^ x und das Consta nte y^^ =z C gesetzt wird, 

2) y* = PaPe^hFü-^-th^^'^Px^h C 

+ Pa^\hPa-^zK Px-hQa^h 
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Hierin ist « nur der einen Bedingung unterworfen , da«» wegen 

a + mh =z X der Quotient — jt— eine ganze positive Zahl m sein 

muss , sonst aber kann a willkährlioh gewUilt werden. B^szeidmet man 
das aus m Faktoren bestehende Produkt 

Pa Pa^h «o-Kjfc • • • • * «— fc 

= Px—h ««— ifc * «— 3^ '«— wiA 

m 

zur Abkürzung mit [Px-h\i so kann man y« unter der kürzeren Form 

m m-1 m-2 

3) yx = [P:^] C -f IP^] Qa -f [P^] Qo^ + 

•i 

... + [Pj>^] Qx-^h 4" [ft>-J Gc-Ä 



darstellen, wobei man unter [P«h^1 die positive Einheit verstehen 
muss. Berücksidiügt man noch, dass die Gleichungen 
p p p — f o ^fl-hfc' * * « ^H-Qp-Qfc .. 

PD D i^lla4.*••••P(l^lKm--|)Ä 

* a «a+fc 



d. i. nach unserer Bezeichnung 



[p^i 



m 



Li«-fcJ = 2~ 



statt finden, so kann man dem Ausdrucke 3) die Form 

^ [Pal -tl^a+iJ TP«+,*1 



I 

• • • • « "T" 



(?«-K»-i)Ä 



[Pa-K»^h] 

geben , die sich mittelst eines Sununenzeicbens kürzer ausdrücken lässt. 
Es ist nämlich zufolge der Definition, weldie wir von dem bestimmten 
endUchen Integrale gegeben haben 
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wobei 5 = 04-^ ^^ iau9fii F<ur 
ergi«lK sieb biqrnus KpgMeb 

— 1 "• 'i « 1" m * 



Dfts r«cbie Seite stimmt .mit dar in d^oi Werthe von y^i Yorkommen^ 
den Reihe überein , wobei nur beachtet werden . mußs , d«ßB hier 
a -]- mh ^=s h^ dprt ftbtT = » ist» Sobreiben wir daher x für 6 
und (x — a) : h für ^, lo ist jetzt 

< ;• [Px] 

Endlidi kann man nodi ian dtm bestimmten endlichen Integfede, wel- 
ches in der Parenthese vorkommt, 'die Grämen streichen. Denn nach 
einer zweiten Auflassungsweise des bestimmten endlichen Integrales ist 

milliin 

li/;(a?) = V(x) — Via) 

und wenn fvir di^s ^uf den^pbigei^ F^ll anwenden, so .können wir die 
constante Grösse V(ß) mit ii| die Con^tante C einrechnen, wid blos 
C + V{x) = C + 2\p(x) furjl«^ Inlj^U i^ P^eflib/ese s^t^eii. 
Wir haben dann 

.•■■'■ \ ■ •:tP«} \ ■ ■■ 

als voüsUndi^ JalegMl unaer fiiffcräzengläciiuag 1). 
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Bei den meisten Anwendungen, die man von der Integration der 
Differenzengleichungen macht, beschränkt man sich übrigens auf den 
Fall A = 1 jmd verlangt nur ganze positive Werthe von x; man 
kann dann einfach a = nehmen und hat so 



6) y, = [P^m] lc + 2 -%A 



Um gleich ein paar praktisdi brauchbare Beispiele zu dieser Formel 
zu haben, wollen wir die in die Differentialredmung gehörende Auf- 
gabe der independenten Bestimmung von 



^Äresinx 






_ 1 



mit ihrer HOIfe lösen. Bezeichnen Wir nämlich (l-x^y zur Abkür- 
zung mit II, so ist 

du _ jp VPw 2x^ + 1 

=3 — y— u, 8. w. 



T' 



dx' 



woraus man ersehen kann, dass im. AOg^meinen , 



7) 



zu setzen ist , An ,Bn, Cn , •* gewisse zum Ordnungsindex n gehörige 
Coeffizienten sind, deren Bildungsgesetz wir zu bestimmen haben. 
Eine nochmalige Differenziation der Gleichung 7) giebt nun 



»iM 



{n + l)AnSC^+^ + (n + S)Bn 

+ ^ nÄn 



dx 

J^-*+(»»+ 5)C;a?^* + (n + 1)D 

+(»-2)bJ +(»-4)CJ • + .... 



(1— •a?»)«+i- 
und wenn man dies mit der Gleichung 

zusammenhält, welche aus 7) hervorgeht, indem man n + 1 an die Stelle 
Ton H treten lässt, so «rgdien sich folgende 'DiffereoKeni^eiGbangen: 
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Ann — {H-{-l)An 

Cn+i = (fn- 5)C, + («— a)Ä, 

welche sämmdich unter Form 

»«+1 = Pxyx + 0« oder y^ = P^« + (?« 
stehen und daher nach Formel 6) integrirt werden können, indem 
man n für x schreibt Das Integral der ersten Differenzengleiehung 
ist nun für P« = » + 1 , On = 

An = WC' 

WO C' die willkuhrUdie Constante bedeutet; letztere bestimmt sich aus 
der Bemerku^ig, dass für n = 1, yf^ = J, = 1 sein muss, wor- 
aus C = 1 und einfacher 

A = w 

folgt. Substituiren wir diesen Werth in die zweite Differenzenglei* 
drang, so verwandelt sich dieselbe in 

»»+1 =« (n+3)Bn + n[n] 
und ihr Integral ist nach No. 6) 

n 

B, = [n+2] \C" + S -^j 

( (ii+3)(fi-f2)(w-f-l))' 

Man hat nun weiter 

_j » - r 1 1 -1 

(n+l)(ii+2)(n+S) L(n+2)(»+3) ~ (ii+l)(m-2)(«+3)J 



= -zi + 



« < • 



n+2 ^ * (w+l)(n+2) 
und wenn man dies in den Werth von Bn substituirt, 

Bn = [» + 2] (c ^ 4- , , , \ , ^ I 

^ ( n+2 ^ (n+l)(n+a)J- • 

Die Constante C'' bestimmt sich durch die Bemerkung, dass für 
w = 1 , Ä» = Ci = werden muss; man erhält daraus C" » -|-, 
und wenn man jetzt Alles zusammenredinet 
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B. = [n+2] i . 



«(H-1) 



und wenn man bemerkt, dass 

(n + 2] = (i« + 2)(n + l)i«...4.3 = (« + 2)(i« + 1) ^ 
ist, so verwandelt sich die vorige Gleichung in die einfachere 

wob«i die kurze BezcicbDung der BuMnoialkoefBaenteii i« Anweniliing 
gebracht worden ist. 

Substituiren wir dies in die Differenzengleichung für Cn, so ver- 
wandelt sich dieselbe in 

und man findet aus ihr nach demselben Verfahren . 

und aus den bisherigen Coeffizionten An ,■ Bn , C«Nwird man nun leicht 
das Bildungsgesetz aller Coeffizieoten entnehmen können. Man hat 
nämlich 



' V S *' " »' » 



dx 



■ - ! 

^pd weim j^f^ n — 1 an die St^e von n treten lässt , so gpebt diese 
Formel zugleich den Wertl^ von , 



d^Aresinjr 



daf^ 



.* i 



t "^ 



t. I 



und zwar in derjeipigen Gestalt^ ,wie er von Suler zuerst bekannt ge- 
macht wurde. 



' • • « •; 



. ' i. 



'i ff 
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$.3. 

AlirereiiBengleletaiiiigeii erttten ClraAe« wid lielleliiger 

^ Ovdnimff« 

Sowie die Gleichung y^^h =^ Pxtfx + Qx oder einfacher für 
h = 1*), yx]i — PxVx = Ox das aUgemeine Schema der Differen- 
zen^leichungen ersten Grades nnd erster Ordnung ist, so stellt die 
Gleichung 

yx^n + Pxyx^^n^i + Oxy^i^n-t + • • • + ^xyx^i + Uj-yx = Vx 

die aUgttmeine Fwm der Dififerenzengleichuug ersleo Grades und n^er 
Ordnung dar. Da es keine allgemeine Methode giebi, wodurch man 
in Jedem Falle au de» Inlegraie ygf in derselben gelangen könnte, so 
wollen wir die verschiedenen Verrabrungsweisen , mittelst deren man 
in diesem oder jenem speciellen Falle zum Ziele gelangt, einzebi nach 
einander vortragen. 

Am leichtesten ist die Integration der obigen Gleidmng, wenn 
die CoeflSzienten P^ ,Qx, -^-' U^ von x unabhängige Grössen , also 
Constanten sind und zugleich F,; = 0, also einfach 

1) Vx^n + JVx+fc-i + 0y^+»i-2 + ••• + Tyx^t + Uyx ^ 
ist. Man setze nämlich in diesem Falle yx ^=^ ^*> ^fo l eine vor der 
Hand noch unbestimmte Grösse bezeichnet, so wird 

x^ + w*>-* + (^'+«^ + ... + n*+t 4. i7x* = 

oder nach Division mitX*, 

2) A» + PJl— ' 4- QX^^ + . .. 4. n + ü =^ 0. 

In dieser Gleichung ktmmit'gar kein x mehr vor imd da PyQt.T,U 
bekaont sind, so iit A lUe «iazige Unbekannt«,. •deren Worth man |etEt 



1^ Es ist leicht za sefheti, dass diefte Spezialisirang , toin d^t wir kfrnllig immer 
(Sebraach maebea w^rdta, die AHgemeinktit nficht beeiatfftobtigt. Ddiii untan sich x 
um l,«ii<kr^, 80.iiii»«oi h9 um ^.ii*( fl^lat man atoo a« £iide ^n^r pmteB Mv ¥n- 
ausselzung des üikrement^s 1 gefölirtQn BechmiDg h(C für <f Qdcr^' = d?, wo fl/' 
= ^ ist, so beziehen sieb die neuen Formeln auf den Fall, wo sich die neue Va- 

am' 

riable a? um A fttidert; liisst man nachher den Acceat weg, so ist die Allgemeinheit 
iricHler tflrf«6telt. 
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durch Auflösung der obigen algebraischen Gleichung erhält. Nennen 
wir X^ ,3i^ , ...In die n Wurzeln derselben, so sind 

ebensoviele einzelne Integrale der Gleichung 1). Nun ist aber leicht 
zu sehen , dass auch der aUgemeine Ausdruck 

3) y, = c,i^^ + c^k^' + C7,y + .-. + c;^* 

worin C| ^ C2 « ... C« willkührliche Constanten bezeichnen, die Glei- 
chung 1) befriedigt und daher bildet derselbe das allgemeine In- 
tegral der in Rede stehenden Differenzengleichung. 

Zwei Fälle bedürfen hier noch einer besonderen Untersuchung, 
nämlich das Vorkommen von imaginären und ebenso das von glmhen 
Wurzefai in No. 2). Im ersten Falle braucht mau sich nur zu erin- 
nern, dass die imaginären Wnrzehi immer paarweis vorhanden sind, 

also eine, etwa X| von der Form a -^ ß^-1 und dann eine andere, 

etwa l^» ^^^ ^^^ Form a — ß^ -1 sein muss« Setzen wir aber, 
was bekanntlich immer angeht, 

Aj = Cf — ßyf^l = q(cOS& — V^ ««»*) 

so wird 
= Ci^icosx^ + V^«tnjr^) + C7,e*(co«x* — V-l«map5^) 

oder für Ci + C, = q , V^(Ci -r C2) =^ «» 

4) C|A,* 4- CiV = C|p*co«jr* + c^kinxS^. 
und dies wäre also an die Stelle der zw« ersten Glieder in 3) zu se- 
tzen, sobald li und l^ zwei conjugirte imaginäre Wurzeln sind. 

Kommen in der Gleichung 2) gleiche Wurzeln vor, etwa l^ ==l^, 
so ist der in 3). verzeichnete Ausdruck nicht -mehr das allgemeine 
Integral der gegebenen IHfferenzenglei(^fig; denn es geht derselbe in 

y^ = (C| 4-(?,)V + C,V + C4V + ... + ^A' 
über und wenn wir C| + C^ mit einem einzigen Buchstaben bezeich- 
nen, so enthält y« nicht mehr Up sondern nur n — 1 wiUkührliehe 
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Constanten, ist also kein allgemeines Integral. Indessen kann man 
sich leicht helfen ; sei nämlich zunächst A, =s Ai -f* ^ * so hindert 
nichts 

zu setzen, wo C' und C^ zwei neae willkührliohe Coustanten bezeich- 
nen; es wird dann 

und wenn nun d bis zur Null abnimmt, also kf = A, wird, so er- 
giebt sidi 

Wären drei gleiche Wurzeln vorhanden Aj ==: A, = A3 , . so nehme 
man vorerst Aj » A| + ^ , A3 = Aj + 2iJ und 

Cj - C — -j + -^ 

so wird nadi diesen Substitutionen 

und wenn man jetzt d in Null übergehen, also At «= A, = A, wer- 
den lässt, so kommt 

6) ^i'Li* + C,A,* + C,A,* 

Bei vier gleichen Wurzeln wurde man zunächst A, == A| + ^ » ^3 
= A| + 2d , A4 = A| + 3<J setzen und statt der willkührlichen 
Constanten Q , C, . C, , C4 vier neue willkährliche Constanten C , C* , 
C'" , C"" der Art einf&bren , dass 
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^ C"" (^ 4-3<?)*-3(X, +2^)«4-8(^ +J)'-^i' 

wird und nun d bis zur Gränze Ntifl abnehmen lassen. Ffir Ai 3= 
A, = ils = il4 wird dann 

= CA,» + c" y ;i,*-» + C" ^^^ h'~^ 

^,„ x(g-l)(x-2) ^^, 

Wie man auf diese Weise weiter gehen kann , erhelle leicht. Um eiid« 
lieh die bisherigen Bemerkimgea an einem Beispiel« deutlich zu ma- 
chen, wählen wir die Differenzengleichnng 

8) yx^ — 8y:r+a + ^V^^t — SOy^ + ISjf^ *= 
Die Substitution yx = A^ führt hier zu der algebraischen Gleichung 
^4 _ ^1% ^ 23A^ — 30X + 18 = 

oder 

a*— 2A + 2){l — 3)* = 

welche folgende 4 Wurzeln besitzt: 

Aj = Af = 3. 

Da A| und ^2 conjugirte imaginäre Wurzeki sind, deren JMbdulüs 
Q =i ^2 und deren Argument ^ = — ist, so haben wir nach No. 4) 
statt (7|At* + ^2^1* ^^ Ausdruck 

zu Mibsiituirea. Weil ferner zwei gleicbe Wur^eUi A^ = ^ vorhao- 
den sind, so ist No. S) zufolge statt £^23«.+ ißiA«^ der Ausdruck 
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ZU setzen, wobei wir der Symmetrie wegen e^ und c^ für C und C" 
schreiben wollen. Das vollständige Integral der DifTerenzengleichung 

ff 

8) ist nun 
9) yj, = e^^¥ cos -^ + CjV2*«m-^ + c^ä* + €4x8^-» 

und man wird sich jetzt auch a posteriori leicht überzeugen , dass 
jede einzelne der Funktionen 

yj^tos^ , V2"* sin ^ , 3* , x3^K 

Die Gleichung 8) befriedigt und mithin der in 9) rerzeichnete Aus- 
druck der allgemeinste ist, welcher dieselbe Eigenschaft besitzt. 

FortsetBiuftg* 

Wir kehren jetzt wieder zu der allgemeinen Gleichung 

zvrftck und zwar uin einige Betrachtungen darübef anzustellen , welche 
eine YeradlgettieiMning der im rongen Paragraphen benntzten Integra- 
tionsmethode zum Zwecke haben. 

Untersuchen wir zunächst den eipfa^en Fall , in welchem statt der 
rechten Seite die Null steht, also die Gleichung von der Form ist 

2) %xArn + ^a;»«-H>-i + Qx*x4rn-^ + . . . + TxZx^ + Ux%x = Q 

so erhellt leicht, dass es hier nur darauf ankommen würde, n ver- 
sdiiedene spezielle Punktionen,' etwa 

12 3 n 

^X t ^X f ^X f • ••* • '*« 

aufzufinden , welche der Gleichung Genüge I^ten. Denn wenn jedes 
dieser sogenannten partikulären Integrale die Difierenzengleichimg 
befriedigt, so ist dies auch mit dem Ausdrucke 

11 *11 3 S nn 

3) %x = CZx + Czx + Cz^ + ••.• + Cxx 

• * 

der Fall, wie man durch dessen Substitution gleich finden wird, und 
folglich bildet der vorstehende Ausdruck das allgemeine Integral der 
Gleichung 2), weil derselbe n willkührliche Constanten 
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in sich enthält. Ist man nun auf irgend eine Weise zu den partiku- 
lären Integralen der Gleichung 2) und von da weiter zu deui allge- 
meinen Integrale derselben gelangt, so hat es auch keine wesentliche 
Schwierigkeit, die Gleichung 1) zu integriren, und zwar auf folgende 
Weise : 

Da die ursprungliche Differenzengleichung von der in No. 2) ver- 
zeichneten nur in dem einen Gliede Vx differirt, die Form des Inte- 
grales von No. 2) aber bekannt ist, so liegt der Gedanke sehr nahe, 
einen Versudi darüber zu machen, ob man der Gleichung 1) nidit 
durch eine dem Integrale Zx ganz ähnliche Form genügen könne. 
Wir setzen daher hn>othetisch 

11 2 2 3 3 n n 

4) y» = '«*« + '«*« + 'ä*« + ... + Fx%x 
1 i 1» 

worin %x > ^x » -•- »x wie in No. 3) die partikulären Auflösungen 

1 2 » 

der Gleichung 2), an die Stelle von den Constanten C , C , ... C 
aber ebensoviele noch unbestimmte Funktionen <on x gesetzt wor- 
den sind* Hieraus ergiebt sich nun zunächst, wenn » -f- 1 für jr 
substituirt wird 

112 2 » » 

wobei wir statt Fx-h überhaupt Fx + JFx schreiben wollen. Es 
wird dann 

11 2 2 n n 

Vx-H == FxZx-H + Fx%x^ -}-...+ Fx%x^\ ^ 

1 1 2 2 n n 

-}- Zx^iJFx + Zx^idFx + ... + ZxW^^» 

hier setzen wir um zu vereinfachen 

112 2 n n 

5) Zx+iJFx + Zx^iJFx + ... + Zx^iJFx = 

SO dass nur übrig bleibt 

11 2 2 » n 

5* yx-H = FxZx^i + FxZx^i + ... + Fx%x^' 

Lassen wir wieder x um eine Einheit zunehmen und schreiben wie 
vorhin Fx + JFx statt Fx^ , so ergiebt sich 
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II '2 'i n n 

- y*4-2 = ^***-f J + ^«««+2 ^ • • • • "f" f ««J>|-1 
113 2 n • 

+ 2fx+2'^'lr + »x-^i^Fx + ... + Zx^i^P» 

wobei wir wieder die zweite Reihe = setzen. Es ist dann 

1 1 '2 9 « n 

6) %x^2^fx + Zx^^fx + ... + %x^2^fx = ü 

und die vorige Gleichung wird einfacher 

Wendet man wieder ganz dasselbe Verfahren an, so findet sich, dass 
unter der weiteren Bedingung 

• 1 1 '2 -2 « a 

7) Zx^z^^x + Zx^-z^Fx '\- ... + Zx^^JFx = 
die Gleichung gilt 

11 *I '2 n n 

* 

Wie man auf diese Weise fortgehen kann , ist unmittelbar einleuchtend, 
und man gelangt so bis zu den Gleichungen 

1 1 '2 - '2 n n 

8) ««-Hi-i JFx + «x-H»-i ^Fx + . . . + Zx^n-i dF^ == 

11 2 '2 n n 

aus deren letzter sich noch ergiebt 

11 '2 2 n n 

Sir+ii = '««Ä+n + ^*«*+ii + • • • 4" FxZx^^ 
1 1 '2 2 n « 

+ ZxJ^^Fx 4- Zx^JFx + ... 4- »*+ii-^f* 
wenn man wieder j: 4" 1 Wr x und Fj. + ^f, für Fx^ setzt. 
Substituiren wir nun die für y» , y«+] , y«^.2 # . . . . jf«^ gefundenen 
Ausdrücke in die Gleichung 1), so findet man bei gehöriger An- 
ordnung 

1 /i j 1 1 \ 

Fx\Zx^ 4- PxZx^fi^ 4- 0#«*^He^ 4 ... + üxZx) 

'l ri '2 2 2 \ 

4- Fx\Zx^n + /*«t;x+n-.| + (?;r««.».»-2 + ... + Rr«« f 

4- 

% in % - %■ % \ 

4- Fx\ZxJ^n 4- ^*«*.M-i + Qm^x-k-^t 4" ••• + ^#«# / 

112 2 n n 

+ Zx-^^Fa 4" Zm^JFx 4" •••• 4* «•-H»^'« ^ ''*• 

13 
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1 2 ^ 

Da aber «« , ^ , . . . «o; <lie partikulären Integrale der Gleichung 2) 
sind, so befrie(ttgt jede dieser Funktionen die genannte Gleichung; 
hierdurch annullirt sich Alles, was in den Parenthesen steht und es 
bleibt: 

1 1 ^ *& I» n 

9) Zj^^JJa; + ^x^n^fx + •-. + ^x-^^^x = ^x^ 

Fassen wir das Bisherige zusammen, so lautet das Ergebnis» folgen- 
dermassen: die Annahme 4) würde riclUig sein, wenn man die n 
unbekannten Funktionen Fx so bestimmen könnte, dass sie den Glei- 
chungen 5), 6), 7), 8) uud 9) gleichzeitig genügen. Dies ist aber 
immer möglich; denn sehen wir in den genannten Gleichungen nämlich 

112 7 n « 

Zx-i-i^Px + Zjf+^JFx + ... + ZxM^Px = 



10) 



2 2 n n 

\Zx^2^Fx + Zx+2^Fx + ... + Zx^i^Fx = 



|l 1 2 1 ' « * ' 

Zx-\-n—i^Fx + Zx+n-i^Fx + ... + «jj-Hi— | ^/\» s= 

\ 1 1 2 2 * n 

Zx-^n^Fx + Zx^^Fx -f- ... + Zx^n^Fx = Vx 

die n Differenzen 

T 2 » 

^Fx 9 ^Fx , .... '^Fx 
als Unbekannte an, so sind jene Gleichungen sämmtlich vom ersten 
Grade und man kann daher jederzeit diese unbekannten Differenzen 
bestimmen. Aus JFx erhält man nachher Fx selbst durch endliche 
Integration. Dass nun der so gewonnene Ausdruck 4) wirklich das 
allgemeine Integral der Gleichung 1) ist, ergiebt sich aus der Be- 

merkung, dass die Funktionen Fx ^ Fx , .*. Fx durch Integrationen 
gewonnen werden, mithin jede eine willkührliche Constante bei sich 
führt und foIgUch der Ausdruck 4) in der That n willkührliche Con- 
stanten enthält. Das Gesammtresultat unserer Untersuchung besteht 
also iii dem Satze, dass man das allgemeine Integral der Gleichung 
1) finden kann, sobald sich die partikulären Integrale der einfacheren 
Gleichung 2) angeben lassen. Da Letzteres immer möglich i§t, wenn, 
wie in §. 3. , P , > ••• 7* , C^ constante Coeilßzienten sind, so folgt 
hieraus als GoffoUlir, da» «j^h die Differenzeagleitihung 
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jederzeit integriren lässt. 

Nehmen wir beispielsweis P=«, Q t^t b, n = 2, so geht 
die Gleichung 1) oder die vorstehende in 

11) y^+i + öy^+i + bya: = >^, 
über. Die einracbere Gleichung 2) nväre 

und ihre partikulären Integrale sind 

12) Ä^ :^ Aj* , I, = V 

wobei Ai und A, die beiden Wurzeln der quadratischen i;ieichung 

U) l^ + al + b = 
b«2«idiBen. Nach No. 4 ist nun 

14) y^ = fJx + hzs = A:A,* + I;A,* 
zu setzen und hier müssen F^ und % den Gleichungen 10) d. h. 

genfigen; man findet daraus 

und mithin durch Integration 

1 1 Y 

^^^^^+ A.(A,-1,) ^ # 
a IV 



Aj(Aj-.A,) ^ V 
wo (?! und r, die willkuhrlichen Constanten der Integration sind. 
Sbbstituirt man dies in 14), so ergiebt sich 

15) y:c = C,k,' + C^l^ 

als vollständiges Integral der DifferenzengleichuDg !!)• Für F« ss « 
z. B., also 

13» 



10< 



/ 






braucht man sich nur zu erinnern, dass 

X 

ist und man erhält dann durch eine leichte Reduktion 

^ (l-A^Xl-A^) "^ [(1-A,)(1-A,)]^ 
oder wenn man die Werthe von A| und A, selbst hinsetzt 

^ ^ ^^'\ 2 /+ ^*l- 2 ) 

"*" l+a + 6 (l+a+6)*"- 

Diese Formeln passen übrigens nicht auf den Fall gleicher Wurzeln 
A| = A,; man hat dann statt 14) 

zu setzen, wodurch die Gleichungen 10) in die folgenden übergehen 



hieraus findet sich 

Fx = — T~5" r~« > Fjp = 






mithin 



-r« = f^i YT ^ 



t& 1 y 

x^j. — 'j «^ 3 ^ XIF 

iv| A« 

und als vollständiges Integral 

16) », = r\^» + CjiTÄ,«-« 

Für a = — 2ilr , ( === Ir^ hat man einfach Xi =r: i^ zu setzen und 
damit das Integral -von 



r 



1»7 
(♦ 5* 

Nach den im Yorigen Paragraphen gegebenen Erörterungen kommt 
CS nur noch darauf an, Gleichungen von der Form 

oder was auf dasselbe hinauskommt 

1) y«+n = P«yx+ii-| + (?.ry«+»-i + .-. + TxVx^i + Uxyx 

zu integriren, da man aus ihrenf Integralen leicht das Integral der all- 
gemeinsten DilTerenzengleichung ersten Grades und nter Ordnung ab- 
leiten kann. In vielen Fallen nun ist hier die Substitution 

2) Vx+t — VxVx 
sehr fördernd, wobei fg eine noch unbekannte Funktion von x be- 
zeichnet. Man erhält nämlich aus ihr der Reihe nach 

y«+3 ==* Px-HPx-hzyx-H = p.rP«+iP«+iy« 



überhaupt für ein ganzes positives m 

oder nach der in §• 2. eingeführten Bezeichnungs weise 

m 
Vx^m = [Px-^-ilifx* 

Durdi Substitution dieses Ausdruckes für m ^= n , n --^ 1 , . . . 1 
geht nun die Gleichung 1) in eine andere über, welche eine durdi» 
gängige Hebung mit y^ gestattet , , so daSs noch übrig bleibt : 

Diese Gleichung enthält nun die eine Unbekannte pxl kann man letz* 
tere daraus bestimmen, so führt die Integration der Ditferenzonglei- 
chung 2) sofort zur Kenntniss von y«, nämlich es ist 

4) yx « ClpxS 
Diese Reduktionsmethode lässt sich z. B. auf die sehr allgemeine 
Gleichung 

5) |/a;-Hi = A[Xx_m]yx'^n^ .+ Ä[X«+mly4f-H»-a + 

.... 4- fllXc+mlyjB^-i -f" f^V^x^^m\l/x 



im 

anwenden, worin A , B , C ^ ... H ,K constante Grössen sind und X 
eine beliebige Funktion von x bezeichofit. Die Gleichung 3) verwan- 
delt sich nämlich hier in die folgende 

n 1 n-2 2 «-a 

6) [P«-Hi-i] = -4[X*4.m][pj?-Hi-2] + *[X»+«][>«-|-ii-a3 + .... 

»-« 1 n 

... -f- jff[Xa;-f.m][Px] + KlXg^m] 

und dieser genügt man durch die Substitution 

worin k einen noch unbestimmten constanten Factor bezeichnet. Die 

vorstehende Substitution g<ebt nämlich zunächst 

1 1 

[Px] = ^Xx+m-Ji+1 = ^[Xx^-m-n+il 
2 

Ebenso findet man weiter 

4 4 



und Überhaupt für eine gao^e positive Zahl r . , 

r r 

Substituinen wir dies f ür r s«r n , n — 1 » . « • 2 , 1 in die Glei- 

dmng 6) so geht dieselbe in folgende über 

n 1 n-\ a *-a 

S) A«[X^+^] = -4A"-'[X,.4.„»][X^+„»_J+BZ«-»[X^+«][Xx+m-,] + .... 

. • • • "P "^IXjc-f.mjL'^x-Hn-n-HJ + Ä[X«+mJ. 

Die Faktoi iellenprodukte , welche hier auf der rechten Seile vorkom- 
men, stehen unter der gemeinschaftlichen Form 



n-r 



i.^X'^mli^X'^m-r} -^ ^x-^m^X'{^~\^^'¥-ni^i • • • . Xjj-|-m_r+i 

X X;i-^.ni^Xj;4^_j^j Xa;4-m-r+2 • • • • ''^*+'»V*'*"* 

n 

Man kann daher die Gleichung 8) mit [X«^m] heben und es bleibt 
dann die Gleiehnng ; 
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/« = ^A«-« + BA»-» + .... ^ Hl + K 
oder 

9) A» — ^A«-« — BA«^* — ... — J/A — JSr = 

übrig, welche zur Bestimmuog von A dient. Nennen wir 

die n Wurzeln der Gleichung 9), so sind nach No. 7. die Ausdrucke 

ebenso viele verschiedene Auflösungen der Gleichung 6). Jede von 
ihnen iiihrt nach Formel 4) zu einem Integrale der gegebenen DifTe- 
renzengleichung und mithin sind 

d. i. 

t/x =^ CiA|*fX«-HiU3il * rjAj*[X«^m*ii] f ••• C^iiA«*[Xjp+iii.iil 

die partikularen Integrale unserer Differenzengleichung, wobei Ci , €^ 
C^ , C^ , ..^ Cn willkuhrliche Constanten sind. Nach der im An- 
fange von §. 4. gemachten Bemerknng giebt nun die Summe dieser 
partikulären Integrale das allgemeine Integral nfimKch 

Kommen unter den Wurzeln Aj , Aj ^ ... iU imaginäre oder gieidio 
Wurzeln vor, so v^JJKhrt man.^nz wie in §. 4. 

Nimmt man beispielsweis X = x und m = n , so geht die Dif- 
ferenzengleidiung Sj in 

«.1 n 

... + HlXa^+nll/x^t + J^[a^«^-nly*^ • 

Über, wofür man auch schr«rben kann 

11) y* = ^[«iy*-i + B[c^fjs^^ + ... + K[j^yx-n 

und ihr Integral ist nach No. 10) 

12) !/x = |c,Ai' + CjAj' + . . . + C,A»Ya;] 

wobei At » Aj , ... An dieselbe Bedeutung haben wie dort. Um 
dies auf einen numerischaii Fall anzuwenden ^ei A ^= 2 , B = S , 
9» =ss 2, so haben wir nach 11) 



13) y^r = '2^yx-x + 3a?(x-l)y*^j 

die zur Bestimmung von Xx und k^ dienende Gleichung ist 

i? — 21 — 3 «^ 
also A| = 3 , ^2 s — 1 und folglich nadi 12) 

14) y^ = jr,3* + C^{-\y\[x]. 

Nimmt man z. E. y^ = \ , y^ = 4 , so findet man der Reihe nach 
aus 13) 

y., = 1 , y, = 4 , ^2 = 22 , ya = 204 , y, = 2424 , 

und in 14) sind jetzt Ci und C^ so zu bestimmen , dass für x = , 
yo = 1 und für a? = 1 , yi = 4 wird ; dies giebt die Glei- 
chungen 

1 = Ti + Cj , 4 = Ci . 3 - r^ 

mithin C^ = -1" » ^2 = — "T ^^^ '**™ P®1^^ ^^^ Ausdruck 

y,'= 1.2..a?j^.3* _ ^(_ 1)^ 

in der Thal das allgemeine Glied der vorbin aus der Differenzenglei- 
chung abgeleiteten Reihe. 

Intesratfoit durcii bewtiminte Integrale. 

Sehr vorlheilhailt ist es in vielen Fällen, die Integration einer 
Differenzengleichung auf die einer Differenzialgleicbung zurückzuführen 
und so das Integral der ersteren m ein bestimmtes Integral zu ver- 
wanden. Man kann dies mittelst folgenden von Laplace angegebenen 
Kunstgriffs. Die gegebene Differenaenglei^ung sei 

1) i^ry-t. + B^Jy^c + Cs^% + ... + Ksd^yx -= 
worin A^g , Bx , Cx etc. Funktionen von x bezeichnen mögen, welche 
unter der einen oder anderen von nachfolgenden Formen enthalten 
sind 

g. (Äx ^ ßo + «1^ + «2«^^ + «i*^ + 

{Bx = &o + h^ + M* + M^ + •••• 

etc. 
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edar 

1 S 3 

Us ^ a% + öiM + a^lx] + ä^lx] + ... 

|ä* = *• + *i W + 6,[«] + 6j[ar] + • . 

etc. 

Findet nun das ersle statt, so setze man 



4) y* « h 



r-^v du 



wobei X als Constante in Beziehung auf die nach u zu verrichtende 
Integration dient, v eine noch unbekannte Funktion von u allein be- 
zeichnet und die vor der Hand noch unbestimmten Integrationsgrän- 
zen für u von x unabhängig sein mögen. Man hat nun zunächst 



J'^y^r^z /«-(*+•>(«-« — l)t;(lw — /e-*«(r-^— l)ü 



du 



■f 



-*»*v^« — l)*üdti 



ebenso 



^V = I e-^ir^ —y)^v du , ^V* = /fr^(r^—l)*odu etc. 

Substituiren wir dies in die Gleichung 1), welcher wir nach No. 2) 

vorerst die Form 

=5 (oo + «1^ + üiX^ + ....)y« 

+ (&e + *i^ + M* + --.O^yt 

+ (Co + «1^ + Cjjr^ + ....)^y4 

. + . .' 

geben 9 80 haben wir zunächst 






= /(«• + «1«? 



-f- «1^?* + •••)«"^t?<^w 



■> 



+ /(^e + M + M* + ...)«-'*(^*— l>rfM 



/■ 



4- /(«e + «I* + «j^* + ...)«~"(<r* — l)'»rf« 



+ 

wobei die Faktoren a^ -f~ ^^ ^^^' 9 ^0 4~ ^1^ ^^^- « •• unter die In- 
tegralzeichen gestellt worden sind, weil sie nicht von u abhängen und 
folglich in Bezug auf die angedeuteten Integrationen als Constanten 
dienen. Vereinigen wir alle Integrale und ordnen nach Potenzen von 
X, so wird 

[«0 + Kie-^-]) + c^ic^ — iy + ...]e-' 



-ß 




«II 
— «» 



/«^^w ^^ f^ ^ h^(€^^\) + cj(^— l)* + ...]a;V 



rH • 

Bezeichnen wir femer t'"'^ mit oi, so ist 

xer^ = — -— , a7*r-^ = + -7-=- , u. s« f. 

au * rftt' 

Substituiren wir dies in die vorhergehende Gleichung und' setzen zur 
Abkürzung 

«0 + V«^— 1) + Co(«r-«— 1)» + .... =. M 

5) |«i + h(r^—l) + c,(e-«— 1)» + .... = N 

flj + M«"* — 1) + c,(e-« — 1)» + .... = P 



dulAfc-iV^ + pS^- 



80 wird ^ 

wobei der höchste Index der suocessiven DifTerenziaiionen mit dem 
Exponenten der höchsten in den Gleichungen 2) vqritommenden Po- 
tenz von X zusammenfällt. .:_ 

Stehen dagegen Ä^ , Bx , C^ ..* unter der hi'No. 3) verreidi- 
neten Form, so setze man 

i • 

.... .. ^ 

7) y^ s= i H*ü du 



,. = /;:.. 



es wird dann zunächst: 



> 
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: i t^(v-l)vdu, J^x = /«* 



Substitoirt vom dies und die Gleidiungen 3) in No. 1) , so wird- nach 
gehöriger Ordnung 

= fvdup- [«1 + fti(«-l) + Ct («-!)* + ...][»]«' 

•^ (+ [«» + M«-l) + «,(«-!)» + ...][aj]u» 

+ . . 

Andererseits ist für u' = la, 

Substttuirt man dies und setzt gleichzeitig 

( «, + 6,(«-l) + «i(M-l)» + .... = M 
8) juCai + Öi(m-1) + ei(u-l)2 + ....] = JV 

so erhält man ganz irie vorhin 



■/ 



'-!«"-" = + 'S--. 



nur dass hier v, (a, M, N\' P, ... eine andere Bedeutung wie in 
6) haben. 

Um nun aus der vorstehenden Gleichung die unbekannte Funk- 
tion V und die Gränzen der Integrale 4) und 7) zu bestimmen, ver- 
fahren wir folgendermassen. Durch partielle Integration ist 

lO)Jvdu.N ^ = NvJ -^ du -J -^i^J -ST ^^ 



f 



femer 
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fQr das Integral rechts kann man aber setzen 



_ rfw _ / ^d{Pv) dw 
du f du du 



diPv) 
du 



/dta . f*d\Pv) , nd^ia , 



/ 



— -j — b) — / — i-5 — iadu 



also wenn man dies substituirt 



ß 



II) IvduP 



d«» 






-/^ 



Eben so leicht findet man weiter 

d'(ü 




12) ivduQ 



rfii» 



= (0«) Ä? - ~*r AT + -w^ *" -y -d«5" '"*'" 

u. s. r. 

und wenn man dies Alles in die Gleichung 9) oder 

. »= / viuMia. + / vdulf -^ f- lvd%P-r-% + ...- 

substituirt, so nimmt dieselbe folgende Form an 



f 



•ß 



— / (Mv)a4u 



+ (iV»)w - / -^— wdii 



< t I 



+ <^> *r - -ir "* +y -dir- '-''" 



+ <<^> di? - -AT *r + -dir " - ^ -^ '***^ 



/ 



>■■•..• .-. •• •••• • • ; • 

wofür man bei besserer Anordnung schreiben kann: 
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13) = / \(Mü) - -^ + -j^ - ....\ utdn 

d(Pv) , dHQv) 



= 'T'fMv] 



, \^ ^ d(Pv) , 



rfii* 



+ !<«">- iS 

+ 

Dittser Gleichung genügt man offenbar, wenn man setzt 
14) iMv) - -^ + -rfj^ = 

r "> - -*r + -*i^ - h = « 

15) ^l(i'.)-^+ 1^ = 



Hier dient . nun die Differenziaigleichung 14) zur Bestimmung der 
Funlition v; denn entwickelt man die Differenzialquotienten 

— ^ — , — 2 — - etc. nach der bekannten Regel für die Diiferenziation 
der Produkte, so geht die Gleichung 14) in die folgende iUier 

( du du^ ) du 



» 



und hier ist alles in den Parenthesen Stehende bekannt und folglich 
kann man die Gleichung kurz in der Form 

du * dw 

darstellen, woraus man sogleich ersieht, dass es sich hier um eine 
gewöhnliche Differenzialgleichung handelt, deren Integration zur Kennt- 
niss von v führt. 

Es ist nun auch nicht schwer die Bedeutung des Gleichungensy- 
stemes 15) einzusehen. Hätte man nämlich statt 



y^ = / e~~^v du und y^ =z i u/^v 



du 



gesetzt 



y-^ß pß 

er^v du und y^ = . # u^v du 



WO a und ß die noch unbekannten Integrationsgränzen sind, so würde 
man bei den partiellen Integrationen in 10), 11) und 12) ebenfalls 
diese Gränzen einführen und also in denjenigen Bestandtheilen der 
Gleichungen 10), 11), 12), welche kein Integralzeichen besitzen, statt 
u die Werthe tt = /? , t« &=£ o substhuiren und von den Resuhalen 
dieser Substitution die Differenz nehmen müssen. Aus jenen vom 
Integralzeichen befreiten Partieen der Gleichungen 10) 11) 12) be- 
steht aber das Gleichungensystem 15) und mithin bezieht es sich 
nicht auf unbestimmt veränderliche u, sondern auf ganz bestimmte t«, 
nändich die Integrationsgränzen in den Werthen von ys- Führen yvir 
daher in die Gleichungen 15) den aus 14) bestimmten Werth von v 
ein, so verwandeln sich dieselben in Bedingungsgleichungen für u 
und indem man sie nach u auflöst, erhält man die Integrationsgrän- 
zen für u. Heissen dieselben etwa 

u ^ a , ß , y , ..... A , X 
und sind deren n, so bilden die Ausdrücke 



v(p(x , «)*l , / Vf{ü6 , u)d 
■ . a . . ß. 
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/ v(p(x , H)du , / vq){x , u) 



dv 



woria y(x , u) eatweder e~~^^ oder u^ bedeutet, eine Reihe von par- 
tikulären Integralen der Differenzengleichung 1) , und man erhilt jetzt 
als allgemeines Integral derselben 

vq>(x , u)du + C2 i vq>(jr , ü)du + . . . . 



vq)(x , n)du + (7^ / vf(x , u)4i^. 



• • » • •f" ' «- 

Um das Detail dieser ausgezeichneten Integrationsmethode zeigen zu 
k6BiteD, wollen wir dieselbe auf eine Partie wichtiger Beispiele an- 
wenden. 

BeUpiele sur vorid^en Methode. 

I. Die gegebene Differenzengleichung sei 

1) — xys + Jt/x = 9 
oder wenn man y^^^ — y^ für Jy^ substituirt 

2) yx+i = (a? + l)y* 

so hat man durch Vergleichung von 1) mit I) und 3) des vorigen 
Paragraphen 

5o = 1 , 6i = , 6, ^ A, ... = 0. 
Setzen wir nun nach No. 7) 



=r i U^V 



du 



so ist nach No. 8) 

M=U— l,N=— H,Pz=iQ .... = 

Die Gleichung 14) reduzirt sich jetzt auf die sehr einfache 

üu du . - du 
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d, !• vermöge der \Verthe von M und N 

dv ^ dv - 

t> = — -=- oder — = — du 
du V 

hieraus ergiebt sich durch Integration, wenn man die Integrationskon- 
stante mit IC bezeichnet 

to =. — u + ^C und t; r= Cr"* 
und mithin 

y.v --■ d / n^er^ du. 



C /ti*< 



Substitniren wir den Werth von t; in das Gleicliungensystem 15), so 
wird wegen u = u', 

— uCr^u^ ^ oder 1«*+*^-* = 
und diese Gleichung hat für o? 4~ 1 ^ zwei Auflösungen, nämlich 
IC s= und ii = OD, indem man sich leicht überzeugt, dass für un- 
endlich wachsende u 






wird. Wir haben daher für a? 2> — 1 

3) vx = C I u/'e^du 



y^ = C tu' 





als Integral der Gleichung I). Diese Darstellung von y» bietet den 
erheblichen Vortfaeil , nicht auf positive ganze x beschränkt zu sein ; 
erinnert man sich an die Definition der Gammafunktion 

r((i) = I uJ^-H Hu 



= I uJ^-\ 





so erkennt man auf der Stelle. die Beziehung 

y» = Cnx + 1) 
woraus für ganze positive x dasselbe Integral wie früher, nämlich 

y« = (7.l,2.3...a? = C\x\ 
hervorgeht. 

II. Um ein allgemeines Beispiel zu haben sei 
4) (o, + a^x)y^ 4.(6^ + 6iJr)^y, + («• + €ia?)-^*y* = 



2M 

die zu int^rende DifTerenzeugleichung. Setzt man nach No. 7) in 
§.6 

so ist nach No. 8) ebendaselbst 

5) Jlf = 0, + io(u-l) + «b(«-l)« 

p = ....== 0. 

Die zwr Bestimmung von v dienende Gleichung 14) verwandelt sich 
jetzt in 

^ i(Nv) dN , dv „ ' 

du du ' du 

d. i. 

(Jfdtt — (li¥)t? = Ndv 
oder wenn man die Variabelen sondert 

M dN dv 

N ^ N ^ T' 

Das Integral hiervon ist, wenn die willkührliche Constante der Inte- 
gration mit IC bezeichnet wird, 

r^ du- IN^ lv + «7, 
woraus man als Werth von v erhält 

-^ du zur Abkürzung mit ü, also 



■/ 



so ist jetzt 

V = -j^ «^ und y» 3= / — e^u*du 
oder 



14 



»1« 



J'^ 



Zur Bestimmung der Integrationsgränzen dient das Gleichungensystem 
15), welches sich auf Nvu = d h. 

») j«i + fti(w-l) + q(«-l)^ t«*-<-*e^ = 

reduzirt. Will man statt dieser Formeln lieber solche sehen, welche 
sich auf die bisherige Dartteünngsweise der Differenzengleichungen 
beziehen, so setze man in Nö. 4) 

^ V = Vx+t — 2y«+i + y^y 

es wird dann 



I« 



, — 6, + «0 + («»1 — 6i + «i)«»^ 



r" 



+ jft, - 2c, + (6, — >aft).tj y*vi + j«^ + e,x\ y,+. 



0. 



Hier nehme man weiter zur Abkürzung 

i 

ö© — &e + Co == «• * «I — *t + «t = /?o ' 
6<, — 2ce = a^ , 6i — 2C| = /?| 

so wird imsere Differenzengleichung: 

10) («0 + ße^^' + («1 + ßt^)y^ + («f* + Ä«)y*+i -= 

und durch dieselben Substitutionen erhalten wir statt der Formeln 
7), 8) und 9) die folgenden: 

*f- ftjw + «jt^* du 



11) 



"=/* 



+ A« + Ä«* M 






1. Wendet man diese Formeln zunächst auf den «ehr ein- 
fachen Fall 

14) xy:c — yx+i = ft oder y^^^i = j^^ - 
an, so hat man 



211 



U = / d« = M 



und da die Gleichung 13), nämlich i««^+*e-^ = nur die beiden Auf- 
lösungen ti = 0, u =s 00 hat, 

15) y* = C /w*-*e-*dv = Cr(a;)f. 

2. Ein zweites Beispiel für die obigen Formeln liefert die Dif- 
ferenzengleichung , 

16) xy^ — (m + i«?)y^+i =? oder y^f+i = -—- yx 

worin m eine beliebige positive Grösse bezeichnet. Es wird dann 



^ = (i-u>« , V, =^ c /«*-*(i-«)"-'rf«». 



./ 



Die Gleichung 13) nämlich 

hat die zwei Wurzeln k = , u = l und mitliin ist 
17) yx — C /u'^\l-u)'^Uu 

wofür man nach einer bekannten Formel der Gammafunktion^otheorie 
audi 

^ ^ rix)r(m) __ ^, rix) 
^r "" ' r(a?+m) "" r(j?+i») 

schreiben kann. Ist n^ eine ganze positive Z^, so lässt sich die 
obige Integration l^ht ausführen und giebt 

C^ ^ ._ C 

y^ ~ a.(^+l)(a;+2)...(x-Hn-l) "^ :[^^«.if 

3. Wir betrachten noch die bemerkenswerthe Differenzen- 
gleichung 

14* 
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18) xyji — y^H-i + «y«+2 = 
oder yxM = ^V» + y^+i)- 
Sie giebt nach den Formeln 11), 12 and 13) behandelt 






= — Aretan u 
mithin ist 



eine partikul&re Auflösung derselben, bei welcher die Integrationsgrän- 
zen durch die Gleichung 

(l + tt«)t«*+*6-^«*«»« = • 
bestimmt werden. Da Ircia» ii niemals unendlich, folglich e"^*^^* 
nicht Null werden kann, so reduzirt sich diese Gleichung auf 

(1 + 1*^)11*+* = 
und ihre Wurzeln sind 

« = , » = + 4^ f « = — V^ 
wobei wir ^-X zur Abkürzung mit t bezeichnen wollen. Die parti- 
kulären Integrale unserer Differenzengleichung sind demnach 

^-—- e-^rctMn»fl^ und C" / ^ ^-Ar^Umu^^ 

u 

woraus sich als allgemeines Integral ergiebt 



Um hier die imaginären Integrationsgränzen los zu werden, setzen wir 
im ersten Integrale u = (+0^ und im zweiten t« = ( — t)s, wobei 
s die neue Variable der Integration bezeichnet. Statt der Gränzen 
«i xs , 1« = 4~< treten dann im ersten Integrale die folgenden 

(+t)s = , (+t> == +t d. h. s = , « = 1 
ein und ebenso werden die Integrationsgränzen des zweiten Integrales 
und 1. Femer ist im ersten Integrale 

Aretan u = Aretan («) = i-^ll | _, ■ 
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^ und im zweiten 

Ärctan u = Arctan ( — «) = — «"tM TZIT 1 
wobei wir zur Abkürzung 

setzen wollen. Nach diesen Bemerkungen erhält man leicht 





Femer ist aber 



+ i =: ei-^i,_i = e-T^* 



und wenn man beiderseits auf die J^^ Potenz erhebt 

(+1)* = e^^^ , C—i)' = e— r^** 
und wenn dies in den WerA von y« substiluirt wird, 

* 

Zerlegt man die imaginären Exponenzialgrössen in Cosinus «nd Sinus, 
SQ wd hieraus. 






•wobei wir C + C" mit C, und (C — C")i mit C, bezeidinen 
.w«Uei»r Das so erhaltene vollständige Integral 






s* 





ist übrigen« noch einer bedratenden Transformation fiHbigt welche 
dhrin besidit, dass man die lur Abb^rMig eingefiiOirte Grösse 1 als 
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neue Variable ansieht und demgemäss s durch t ausdrucke. Aus der « 
Gleichung 



H^)= 



folgt nun zunächst durch Differenziation 

ferner, wenn nian von den Logarithmen zu den Zahlen übergeht 

Den Werthen » = und s = 1 eDdlich entspredien die Werthe 
t =: \l\ = und t = -^-^C-s") = OD . Nach allen diesen Bemer- 
kungen wird nun 

/ I ^ g-t \»-i 



19) y, = 







Es kann übrigens vorkommen , dass die Integrationsmethode , ron wel- 
eher wir hier Qf^ispiele gegeben haben, nicht ^um allgemeinen Inte- 
grale der aufgestellten Diiferenzengleichung führt, und zwar tritt dieser 
Fall ein, wenn die zur Bestin^mung der Integrationsgränzen dienen- 
den Gleichungen nicht soviel Wurzeln besitzen , als zur Formirung al- 
ler partikulären Integrale nothwendig sind. Ist z. B. die Differenzen- 
gleichuiig von der n^» Ordnung, so'müsseb jene Gkichong^n ti + 1 
Wurzeln haben und heissea dreselben Xq i X{ , X^ \ «••^U» ^ kuai 
man allerdings n partikulare .Intqgrale erhalten pämUch 

y^k p^ ' pu 

uH du , C2 I w*t? du , ... Cn I W'v du, 

dies würde aber nicht mehr möglich 8ein.> wenn die Anzahl jener Wur- 
zeln w^iiger als f» +> 1 betrflge^ irts. dann kniifcer ein Zeicbon bt, 
dass es partieuläi^e Inle^^ fehi^ DifferenzeD^eiduitig gMA, die sich 
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nicht unter der Form I %*viu oder /c"**d in darstellen lassen 

und also aaf anderem Wege gesucht werden müssen. Sei z. B. die 
gegebene Differenzengleidiung 

20) oder y^^j^ — y^ = «y^^^ 
so findet man mittelst der Formein 11), 12) und 13) sogleich 






und zur Bcslimmung der Integratioosgäuzen dient die Gleichung 
Dißse hut IW 2wei Auflösungen « jiSioUeb t« s= , m =s od, so dass 



21) Ux ^ C /t«^V(»-T)<i« 



wird, was aber nur ein partikuldres' Integral ist. 

In solchen Fällen muss man sich einer andei'en Integralionsme- 
thode bedienen, wie z« 6. der im folgenden Paragraphen auseinander- 



gesetzten. 



Da es in yielen Fällen, wo nicht in den meisten, nur darauf an- 
kommt, den Werth von y» für ein ganzes positives x zu ermitteln, 
so liegt der Gedanke nahe, die unbekannten Grössen y^^tf^fj/^fy^t^^^f 
als Coefßzienten irgend einer Reihe anzusehen. Setzen wir etwa 

1) w = ya + yif + y^^ + »*^* + •••• 

so ist klar , dass tt eine gewisse noch unbekanote Fupkt^on yo^ t seia 
vrird; könnte man die Form derselben finden > so wäre auch yn leicht 
zu bestimmen , denn es wäre djtnu. in Folge des Theoremes von Mae 
Laurin • , • 



216 

^) yn = 1.2. 3. ..n dr 
wobei nach geschehener Differenziation r =5 zu setzen ist Die ge- 
gegebene Differenzengleichung, aus welcher ursprunglich y^p oder y« 
bestimmt werden sollte, bildet nun offenbar eine Rekursionsformel 
zwischen den Coeffizienten y^fVi^yt» ••• und es wird häufig glücken, 
aus dieser Rekursionsformel eine Eigenschaft der Funktion u abzulei- 
ten, welche zur Bestimmung dieser Funktion selbst hinreicht; spricht 
sich diese Eigenschaft der Funktion ti in einer Differenzialgleichung 
aus, so erhält man durch Integration derselben zunächst u und dar- 
auf yn mittelst der Formel 2). Das Technische dieses Verfahrens wird 
man aus den folgenden Beispielen ersehen. 

I. Die gegebene Differenzengleichung sei ganz einfach 

3) yx = (^ + l)yx'H oder y„ = (n-f l)y,H-i 
so erhält man durch Multiplikation dersdben mit t^ und durdi nach- 
herige Addition alles Dessen , was fürn=0,l,2,3,... zum Vor- 
schein kommt, 

y« + yt^ + y%t^ + Vz^^ + • •• 

= yi + 2y»^ + 3ysf* + 4^4^' + -•• 
Setzen wir nun wie in No. .1) 

«* = ye + yi^ + vi^^ + ya^' + .... 

so folgt durch Differenziation 

^ « yi + 2y,r + 9y,fi + iy,t^ + .... 

und wenn wir diese beiden Werthe in die ' vtrige Gleicfaling substi- 

tuiren, so geht letztere in die Differenzialgleichung 

du 
dt 

r • 

. . . • t • . 

Über, aus welcher durch Integration 

folgt , wenn wir mit C eine belfebigie Cönstante bezeichnen. Die For- 
mel 2) giebt nun für ^ = 

*^ ^" ^ t.29:..n 
was in. der That das Integr9l der Differenzengleichung 3) ist. 
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U. Um die etwas allgemeinere Differenzengleichung 

5) 1 + s^ = (» + i)yn+i ' 

zu integriren, multipliziren wir wieder mit f*, setzen / == » 1 ,2 , 
3 , ... und addiren Alles; es wird so 

l ^ t + fi + t^ + t^ + ... 
+ JTe + Vit + Vtt^ + y^t^ + .... 
== yi + ^it + ^^t\ + 4y4t» + .. . 
d. i. wenn man die. erste Reihe links summirt, was für ^ < 1 leicht 
gescheiten kann und darauf die SiAstitutipn 1) vornimmt, 

\ , du 



Um diese Diefifrenzialgleichung zu integriren« setzt man it«= vtf, wor- 
aus man erhält ^ ^ 

1. ,. dv 



= e' 



\'t dt 






r« + C 
J "•"' 

und mithin 

6) H = Ce« + «* 



'/Ä 



Die Integration rechter Hand ist leicht auszuführen, wenn man die 
Reihen für - — und er-< mit einander multiplizirt und Alles nach Po- 
tenzen von X ordnet; man findet so 

wobei überhaupt m' zur Abkürzung für 1.2.3...m gebraucht worden 
isL Es ist nun leicht ^^ zu finden, wenn man sich erinnert, dass 
y« den GoefBzient von t^ darstellt ; setzt man daher far ^ die gleich- 



I < 

i 

I 
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geltende Reihe, iniiJltipUzirt und ordnet AUw nach Potanz^n von t, so 
giebt der CoeüGzient von t* geradezu das gequellte j^«. 

Hl. Ein etwas complizirteres Beispiel ist das folgende. Es sei 

7) nyn + (n+ l)yn-^i 

== y^Vn + yijy«-! + #2yi-2 + ••• + i^i.yo 

so ist durch MultipJikalion mit t^ und duroh Addition alles Dessen, 
was für n ~ , 1 , 2 , 3 > .., 2um VorM^hein kommt: 

Vit + 2yj<* + a^^* 4" ••••• 

= yoy« 

+ (voyi + yiyo)f 

+ (y^ya + yiy» + y2yi + ysy^)^^ 
+ ........... 

Nimmt man wieder die in No. 1) bezeichnete Substitution vor, so ist 

die erste Reihe links ^^ r ^-, die zweite == -r- und die Reihe auf 

A ^ dt 

der rechten Seite = u^, und es wird folglich 

oder 

du dt 



woraus man sogleich durch Integration 



.\- .. » 



— - (? — i(l Hf 

und durch Umkehrung 

. . ' . ^ : l ' ■ 

ethält.1 Bie^^' Reihe ist leic^ liadl fc^en^en von t zu ordnen, indem 
man zunächst 



w. = 



J ' •!• ; ;: : 'J'5.- •:. J . ♦. ,..•■ : • 'I . ' 






'.•- 



I- . ' .• 



^ C '^ C^ '^ C^ ^ C* '^ "" 

setzt und darauf jedes einzelne Glied in eine nach PoXtuizen von t 
fortschreitende Reihe umsetzt. Zu einem compendiöseren Ausdrudie 
gelangt man aber,' wenn man die bekannte für ein positives a gel-» 
tende Formel 



^-f- 





in Anwendung bringt, indem man a == C— f(l + setzt, was jeder- 
zeit erlaubt ist; da man t jederzeit so klein und nötbigenfalls nega- 
tiv nehlnen kann, so dass C— 1(1 -f- r) positiv ausföUt. Es wird 
dann" 



"=j^ 





d. i. kürzer 

Die Formel 2) giebt jetzt Jur r x= , 

00 



10)- yn =t / xi%-l){t-2)...iz-n-l) ^^^^ 
c/L 1 .2.3 . ...w 

Man kann die hier postulirte Integration leicht ausführen, wenn maq 
das Produkt 



«(»-l)(«-2).... (»-«-!) 

setzt und jedes einzelne Glied integi^irt. Man findet so 

1 * 1 * 1 n . 

wobei die durch A bezeichnetet! Wahlen mit den Fakultätencoeffizien- 
teil ideoiisch sind. 

CSs terAeAt (dlirigens noth erinlien *zti werden , dass di^ so eben 
/»UJie^g^ncUi^QfetTte tQtagr«tiQBBini9|l;ipde unt0i!>Uppu»täqditn auf : unrich» 
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tige Resultate führen kann. Die Gleichung 1) nämlich , von welcher 
die Rechnung ihren Auslauf nimmt, ist eine rein hypothetische und 
beruht namentlich auf der Voraussetzung, dass die Reihe y^ + Vit 
'\- ^2^^ + • • • wenigstens innerhalb eines gewissen auf t bezüglichen 
Interrallesconvergire; entschieden unrichtig aber ist jene Gleichung, wenn 
die in Rede stehende Reihe für alle t divergirt, weil eine divergirende 
Reihe keine bestimmte Summe hat und ebendeswegen keiner bestimm- 
ten Grösse u gleichgesetzt werden darf. Ob nun jene Reihe conrer- 
girt oder divergirt, lässt sich a priori nicht entsdieiden, da ihre 
Coeffizienten unbekannt sind« und man muss daher am Ende der Rech- 
nung a posteriori diese Cntersuchuog führen oder kürzer eine einfache 
Probe machen, ob in der That der gefundene Werth von ^i» der ge- 
gebenen Differenzengleichun^ genügt. Wire z. B. die Differenzcn- 
gleichung 

yn+i = nyn 
zu integriren, so ist durch Multiplikation von (* und Addition für 
« = 0,1,2,3, .... ; 

yi + »2^ + Vzt^ +lf%t^ + 

d. i. unter Voraussetzung von w = y^ -rf" Vi^ "h ^t^* "}••••? 

hieraus erhält man zunächst 

dt du 



femer durch Integratioa. beider Theile : < ' : 

' C^\^ l(u-y.) - ' 

und daraus •" '' 

Es wäre nun yn der Coeffizient von t^ in der EiAwiekDlunag dieses 
Ausdruck^ nach steigenden Pp^temen von. n\ .eia0. a<4(JM Entwicke- 

lung eustirt «iber gar nicht, >mt dem Ausdrudce «^T' leicht anzose* 
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hea ist, und daher kommt man hier zu keinem Ergebnisse. Dieses 
anscheinend befremdliche Resultat erklärt sich sehr einfoch aus der 
Bemeriiung, dass f/n = C1.2.3..(n-1) das Integral unserer Diffe« 
renzengleichung ist und die Reihe t + 1 * ^* + 1 • 2 . ^' + 1,2. 3./f 
+ •.. mithin auch die Reihe y^ + »i* + ^j^ + yi^* + ..• für 
alle t divergirl; es war mithin die Voraussetzung, dass die Summe 
dieser Reihe eine bestimmte Funktion u von t sein soUte, eine völlig 

unrichtige. Setzt man dagegen y^^ =z ^, so geht die gegebene DiF- 

ferenzengteichung in die folgende Zn^ {n + l)Zn^ über, welche for- 
mell in der in'No. 3') behandelten nicht verschieden' und nach dem 
besprochenen Verfahren integrirbar ist 

Die bisher entwickelten Integrationsmethoden enthalten alle die 
Büttel, deren man sich zur Zeit bedienen l^ann, um Aufgaben über 
die Differenzengieichungen zu lösen. Man wird von selbst bemerken, 
dass keine dieser Methoden eine vollständig durchgreifende und unter 
allen Umständen zum allgemeinen Integrale führende ist und man 
kann daher nur wünschen, dass eine solche Methode noch erfunden 
werden möge. Noch ungleich fühlbarer ist dieser Mangel eines allge- 
meinen Verfahrens in dem Falle, wo die Differenzengleichung den er- 
sten Grad übersteigt; eine nur einigermassen allgemeine Methode zur 
Integration derartiger Differenzengleichungen ezistirt bis jetzt gar nicht 
und man muss daher in jedem einzelneh Falle durch einen besonde- 
ren Kunstgriff, wie ihn eben die Natur der gegebenen Differenzenglei- 
chung zulässt, die Integration zu ermög^cfaen suchen. Glücklicher- 
weise kommen Differenzengleichungen höherer Grade nur so äusserst 
selten yfoh , dass die bezeichnete Lücke der theoretischen Wissenschaft 
keinen Bedeutenden Nachtheil für die Praxis herbeiführt. 

IHIfereiiBeBgleielMUigeii mit swei mtabhftnflipeii 

Sowie man jede Differenzengleichung mit einer unabhängigen Va- 
riablen als die Aufgabe betrachten kann: „aus einer R^kursionsfor- 
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mel zwischen einigen der Grössen y% j yi \ y% p ••• ys p yx-n ^^^* 
die independente Form ton y^? herzuleiten*', so ISsst sich auch jeder 
Differenzengleidrang mit zwei unabhängigen Variablen eine ähnliehe 
ßedeulung unterlegen, welche von der Betrachtung der Reihen mit 
doppeltem Eingange hergenommen ist. Eine solche Reihe bilden z. B. 
die Binomialcoeffizienten, welche in der nachstehenden Tabelle zusam- 
mengestellt sind. 
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yx,9 


yspi 


y«>s 


yä!,3 


yxp% 


y^ps 
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y9»t 



Hier enthält die erste Vertikalreihe links (1 »2,^ 3« ..o?) die Exponen- 
ten und die erste Horizontalreihe {\ ,2 ,^ , .,. t).Aiit Indices, so dass 
also yx $ t den Coeffizienten von a' in der Entwickelung von. (1 + a)^ 
darstellt. Die obige Doppehrjihe ist gebildet mittelst folgender Re- 
geln ; erstlich findet die Relation 

1) y«-hi p i'H ^ y»p t-H + yspt 

statt, zweitens ist immer y»,,^ =? 1» welchen Werth x haben möge 
und endlicb y^ift = « sobald 1\> J7 wird. Hier kann man nun 
die Aufgabe stellen, aus der Rekursionsformel In No. 1) die. indepea- 
dente Form von y^ p t herzuleiten und diese Aufgabe ist keine andere 
als die der Integration der Differenz^ngleichung 1), welche zwei un- 
abhängige Variablen {x und t) Jsesitzt. Auf gleiche Weise lässt sich 
jede Differenzengieichung zwischen zwei Variablen «interpretiren und 
zugleich ersieht man leicht, dass jede derartige Gleichung, wenn sie 
vom ersten Grade und der nten Ordnung sein soll, unter folgender 
Form enthalten ist: 
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+ Ä"y*>i+2 + ••• + P%^,t^2 



= 



Worin P,Q,..T ,Q' ,R'..r ,R'*..r' , ...I<^^ Funktionen von x 
lind ^ bezeichnen. Da es keine allgemeine Methode zur Integration 
dieser Differenzengleichung giebt, so wollen wir wenigstens dasjenige 
Verfahren auseinandersetzen, welches den direktesten Weg zur Inte- 
gration selbst einschlägt und in den F^UIen, wa die Gleichung nicht 
gar zu complizirt ist, auch gewöhnlich zur Kenntniss yon y^pt führt. 
Dieses Verfahren besteht ganz einfach darin, der Reihe kiacb yx,i , 
yx,ipyx,z f ^^^' zu bestimmen, dariaus durch Indukt^ die Form 
von yx,t 2u erschliessen.und über die Richtigkeit derselben durch die 
gegebene Differenzengleichun^ selbst zu entscheiden. Es wäre nicht 
schwer, diese Methode in Zeicbea genauer danlusteUen, da aber die 
hiermit verbundene Weitlauf^keit der Deuttiehkeit wenig nützen vrürde, 
so ziehen wir es vqr, dieselbe an einigen Beispielen zu erläutern. 
I. Es sei folg^de Doppelreihe gegeben. 
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in welcher erstlich die Beziehung 

2) yx+i,t+i = ^Jx.t+i + (X'\-t)yx^i 
statt findet und ausserdem y« , o = 1 >s^ für jedes x und y^ , < 
sobald t = X wird. Nehmen wir zuerst ^ = 0, so folgt 



= 0, 



y*+i,i == y*A + « 

und hieraus folgt sogleich wegen Jx = 1 

3) „.. = 5a; = -^^ + (7. 

Die Constante ist aber Null, weil überhaupt ^t^i = ist und unser 
Ausdruck für o; 8= 1 sich Yon selbst annuUirt. Nehmen wir jetzt in 
No. 2) ^ = 1 ; so folgt unter Benutzung des so eben gefundenen 
Resultates 

d. 1- ^yx.^ = 2 

und daraus ergidit sidb durch Integration 

4) y^.i = 274 

wo keine Constante hinzuzufäg^ ist, w«il 2^2,2 = ^ wird, wie es 
sein muss« Aus No. 2) folgt weiter für t = 2, 

y*-H,a = y*.3 + (a? + 2) ^ 2^^ ^ 

, . . • (j? + 2)(rp + l)a?(a?~l)(x-2) 

d. 1. -^ya?,3 = . 2T4" 

und durch Integration 

K\ .. - (^ + 2KJ^ + l M a?- l)(x-2)(a?^3) 

ö) y*,a 2T4T6 ' • 

Vergleicht man die Ausdrücke fibr y»,i jyx,%»yx,z in No. 3), 4) und 
5) mit einander, so siebt man sich zu der Erwartung berechtigt, dass 

ö) yx.t - 2.4.6...(2f) 

sein werde und da dieser Ausdruck in der That die gegebene Diffe- 
renzengleichung befriedigt, so bildet er das gesuchte allgemeine Glied 
in der aufgestellten Doppelreihe. 
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Die nachstehende Doppelreihe 
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ist nach folgenden Gesetzen gebildet: man hat erstlich die Rekur- 
sionsformel 

ferner ist ^^^^i = 1 und y«,! = i wenn r == a?. — Nehmen wir 
in No. 7) zuerst ^•= 1, so folgt 

Vx-^i.i — 2y^,5 + 1. 
Dies ist eine gewöhnliche Diiferenzengleichung erster Ordnung mit 
konstanten Coeffizienten ; integrirt man dieselbe nach dem in §. B. 
auseinander gesetzten Verfahren, so folgt 



y,.,= c(2'-l) 



WO C die Integrationskonstante bedeutet. Da y^^i = 1 ist, so folgt 
füra?=2,l=4C — 1 oder C = -i- und mithin 

8) y^,2 = -5- (2* -^2). 
Aus No. 7) ergiebt sich nun weiter für r = 2 unter Benutzung des 
gefundenen Resultates ^ 

y*+i,3 = %^,3 +i (2* -2). 
Um sie rasch zu integriren setzen wir yx,^ = 3*«^;, so wird 



Ux^ =z Uar + 



m~in 
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und daraus findet »ieh MgMdi d«ircb IntegrtlHHi 

und 

y,,3 = (73* — -i-2* + -l-K 
Die Gonstante C bestimmt sich durch die Spezialistrung a? r= 3, wo> 
durch yx,3 = ys.3 = 1 wird. Es ergiebt sich C «= -|- und man 
hat dann 

9) »:.,3 = 2^3 ^^*~ ^'^■'■^•^*^• 
Für t = 3 lierert die Gleichung. 7) die weitere 5pezialgleichHng 

y*+i,4 = 4y:r.4 + 2^ (3* - 3 . 2* + 3 . 1*), 

welche mit Hülfe der Substitution y^^^z=: ^'^Vx leicht zu integriren ist. 
Fülirt man die kleine Rechnung aus und bestimmt snn Ende den 
Werth der Integrationskonstanten, so findet man ohne Möhe 

und we»fin man nw die bisherigen Werthe von ji^,, , y-^,^ , ya,tpU**% 
mit einander vergleicht, so gelangt man induktQrisch zu der Formel 

wobei fi , ^2 I ^3 ' • • ^*® Binomialkoeffizienten t , -^t(t — 1) , 
-^t{t — l)(f — 2) etc. bedeuten. In der That befriedigt die vorste- 
hende Annahme für y^^t die in No. 7) aufgestellte Differenzenglei- 
chung, wovon man sich durdi eine leichte Rechnung überzeugen 
kann, und es ist soiuit das allgemeine GHed der gegeben^i Doppel- 
reihe durch die Formel 10) independent bestimmt. 
IIl. Die zu integrirende Differen^engleichung &ei 

und darin ax,t eine gegebene Funktion von x und t. Nehmen wir 
zuerst f = 0, so folgt 
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oder 

und hieraus durch Integration 

Aus No. 11) wird nun weiter für ^ =s 1 

oder 

und durch Integration 

Man wird auf der Stelle dea weiteren Portgang dieses Verfahreos er- 
kennen, durch welches man iur 3f«,i die Formel 

12) y«,t = 2ax,t'-i2a»,t-f"2(ix,i2^x,tiyx»9 
erhalt. Sind keine näheren Bestimmungen über die Anfangsglieder 
der durch die DilTerenzengleichung 11) charakterisirten Doppelreihe 
gemacht, so ist y^,^ noch unbestimmt und kann daher als eine will- 
kührliche Funktion von s beü*achtet werden , ebenso unbestimmt blei- 
ben auch die Co^pistanten, welche man jeder einzelnen in No. 12) an- 
gedeuteten Integration beifügen kann. In dem Falle wo ax,t eine 
constante Grösse etwa k ist, vereinfacht sich der Ausdruck 12) sebr 
und giebt 

wo man nun J^'^y«,, nach den Lehren des §. 16. m II. transformi- 
ren kan», we»ii mmn yx,^ mit g>(s) bezeichnet. — Man erkennt ans 
diesem Beispiele, dass das Integral einer Differenzengleichung erster 
Ordnung zwischen zwei Variablen eine willkührliche Funktion enthält 
und wird sich leicht überzeugen, dass überhaupt immer soviele will- 
kührliche Funktionen vorhanden sein müssen, als die Ordnung der 
Differenzengleichung Einheiten zählt. Man ha4 ift dieser Bemerkung 
ein Kriterium, ob ein gefundenes Integral da» aUg»mette Integral dev 
Differenzengletchung oder nur ein partikidätefr iat« 
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§. 10. 
FortseiKunc* 

Wenn die zu integrirende Differenzengleichung nur konstante 

# 

Coeßizienten besitzt, so kann man noch auf einem anderem Wege zu 
ihrem Integrale gelangen. Um dies zu zeigen betraditen wir zuerst 
die Differenzengleichung 

1) Ay^.t + ^Wi,< + %*w+i + ÄWi,i-Hi = 
und nehmen hier die Substitution 

2) y^,t = aa'ß' 
vor, wobei a , a und ß noch unbestimmte Konstanten bezeichnen. 
Die gegebene Differenzengleichung verwandelt sich dann in die alge- 
braische Gleichung 

3) i + A'a + Bß + B'aß = 

woraus folgt 

Ä + A^a 

und dies^ giebt denn als Integral von No. l) 






wo nun a und a noch ganz beliebig sind. Trotzdem ist aber unser 
Ausdruck nicht das allgemeine Integral der gegebenen Differenzenglei^ 
chung, weil er keine willkührliche Funktion von x enthält; man ge- . 
langt jedoch zu dem allgemeinen Integrale auf folgendem Wege. Es ist 
identisch 

und da man a jederzeit so gross nehmen kann, dass gleichzei- 
tig A'a > Ä und B'a >> B ist, so lassen sich der zweite und dritte 
Faktor rechter Hand in Reihen verwandeln, welche nach Potenzen von 

— fortschreiten. Man kann daher 
a 



229 



4) l-±+j:^\ 

*' \ B + B'ttj 



setzen, worin die mit T bezeichneten Koeffizienten nur von A , A' , 
B y B* und t abhängen. Diese Schlüsse erleiden jedoch eine kleine 
Modification, wenn eine der Grössen Ä , A' ^ B , B' verschwindet. 
Für i s: ändert sich nichts wesentlich, für ii' = wurde 

zu setzen sein, für B =:^ bleibt die Form 4) richtig und (dr B* =■ 
hätte man 

= T^a^ + Tia'-* + T^a^-^ + 

Die drei verschiedenen Formen 4), 5) und 6) lassen sieh leicht in 
eine einzige zusammenfassen indem man 



'> (-^)' 



setzt, wo fi entweder = oder = — 1 oder = -|- 1 '^t' ^^ 
wird Jetzt 

Da die Konstanten a und et noch willkuhrlich sind, so können wii^ 
der Reihe nach auch 6 und ß , e und y etc. an ihre Stelle treten las- 
sen und erhalten so weiter 

y*.« — T^bß'+f" + T,bß^'+f"-^ + r,6/J«H-/u'-» + ... 

Man übersieht weiter, dass diese verschiedenen Werthe von yx,t eine 
Reihe partikulärer Integrale darstellen und dass daher das allgemeine 
Integral aus^ ihrer Summe bestehen muss« So wird denn 
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+ rj(aa*+i"^-2 + 6/J»+/«'-* + cy*-»-i»'-» + ...) 

+ 

wo jede der in Parenthesen stehenden Horizontalreihen von der Form 

aa* + bß*^ + cf + 

ist. Da hierin a , 6 , c , ... und ebenso a , ß , y ... völlig will- 
kührliche Grössen sind , so darf man die Summe dieser Reihe als eine 
wiilkührliche Grösse von ii betrachten uad demgemftss mit q)(u) be- 
zeichnen; so ergiebt sich jetzt das allgemeine Integral 

Die Bedeutung der hier vorkommenden willkührlichen Funktion fp ist 
leicht zu erkennen; für f =;= nämlich wird 

y*,o = r%^{^) + ri9)(j?-i) + r25P(«-2) + .... 

oder weil T^ = 1,7, =^ fj s= T, ... äs ist, wie man aus der 
Gleicfauog 1) für r s^ ersieht, 

so dass man also statt der Formel 8) auch die folgende nehmen kann 

welche nun das aUgemeine Integral der Gleichung 1) darstellt. 

In den beiden Fällen £ = und ff' = kann man die Werthe 
von ffl , Ti , 72 , ... ohne Weitläufigkeit entwickeln; für B = 
hat man nämlich 

A* A 

und wenn — — = a , -p = 6 gesetzt wird , so ist dieser Ausdruck 

sißo /£ = , To = t^a^ , Ti « ^ja'ft , JTj = t^a^b^ etc. und tolglieh 

10) y^r I =■• a' |^y«.o + ^ifty*-:!,» + ...+. ^fft'jy*.^/,«! 

wobei i als ganze positive Zahl vorausgetetzt ist 
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Fär £' = hat man 

j4' A 

iiiid iüi* — -— = a , -77 =•- & ist dies 

Daraus folgt ^ = + 1 ^ und überhaupt 

11) yx.t = a^ |^«y*+^e + hh^+t-i,9 + ••• + ^fi^y^*^] 

wobei t wieder ab ganße positive Zahl vorausgesetzt worden ist* 

Mit einer kleitiett Modifikation ist die Integratiorismethode, welche 
wir hier auseinandergesetzt haben, auch auf Gleichungen von Wihereti 
Ordnungen annehmbar. Um z. B. die allgemeine Differenzengleichung 
zweiter Ordnung mk konstanten Coefiizieriteil 

zu integriren, setzen wir wieder 

12) y^o.t = aa'ß' 
und erhalten jetzt zwischen « und /? folgende Relation 

13) i + i'a + A'*ah 

^ Bß + B'aß) = 

; ' : .+ cß^^ 

Wollte man diese Gleichung ebenso behandeln, wie es früher mit der 
Gleichung ä) geschah, also ß durch a ausdrücken, so wurde man auf 
grosse Weitläufigkeiten stossen ; .. diese lassen sich einigermassen um- 
gehen, wenn man der Reihe nach ß^\ß\ß* ; ---^ ß* <l«rch a und 
die erste Potenz von ß darstellt. Man bat nämlich 

P i + (B + B'a)ß ) 

ferner ß^ = ß^ - ß als« 
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wo man den Werth von ß^ aus der vorigen Gletchung substituiren 
kann. Auf gleiche Weise erhält man nachher ß^ = ß^»ß> indem 
man für /?' wieder die erste Gleichung substituirt Indem man so 
fort geht ersieht man die Möglichkeit ^ unter folgender Form dar- 
zustellen: 

ß' = r^o + J'1,0« + Tj^a«" + ••. + rt,o«' 

+ T^Aß + T,.iaß + T^^.a^ß + .. + T^^.a^'ß 
wobei die mit T bezeichneten CoeMzienten nur von A , A* , A'* t 
B , B' , C und t abhängen. Hieraus folgt nun durch Multiplikation 
mit acc^, 

VxA ^ n,^aa^ + ri,t>aa*+* + ..• + 7',,,aa^+^ 

+ Te,!««^/? + T^.taa/^'^'ß + .- + T^,ta(x"^'-% 
Man bildet nun aus diesem partikulären Integrale unserer Differenzen- 
gleichung das allgemeine Integral derselben, indem man an die Stelle 
von aa^ eine willkührliche Funktion von x etwa (p^{x) und ebenso 
an die Stelle von aa^ß eine zweite beliebige Funktion q>i{x) treten 
lässt ; es wird dann 

14) yx.t = T^.^(fi,{x) + ri,ey«(a?+l) + .-. + ^^©y•(J?+0 
+ ra,iyi(^) + r,,,yj(x+l) + .. -H Tt^,^,q>^{x+t—\). 
Die Bedeutung der Funktionen (p^i^) und (p^(x) ist leicht zu erken- 
nen; denn für f = reduzirt sich ^ auf 1 und mithin verschwin- 
den alle T bis auf das erste Tq,^ = 1; daher folgt jetzt aus No. 14) 

für if =. 1 dagegen wird ß^ := ß und mithin annulliren sich wieder 
alle T mit Ausnahme von f^,! = 1, so dass jetzt 

folgt. Demnach kann man die Gleichung 14^ auch in folgender Form 
darstellen : 

15) yx,t = ro>©y«,o + ^i^ey^+i,© + ... + Tt,0yx^t,o 

Ganz auf dieselbe Weise lässt sich die Differenzengleichung tt(«r Ord- 
nnug 






behandeln. Man setzt nämlich zunächst 

y = a«*/? 
und findet dann für a und /? die Bedingungsgleiehung 
Ä + Ä'a + A*'a^ + ..•• + ^^"^a» 
+ B/9 + »'a/J + . . . + ÄC»^-i)a«»-t^ 

+ Caß^ + ... + C<»-2ia«-»^»^ =t 



welche dazu dient um ß* durch die gegebenen Coeffizienten und durch 
a , a* , ... a* , /J , /5' , ... /?*""* auszudrücken. Multiplicirt man 
die so entstandene Gleichung (ß^ = etc.) mit ^, so erhält man links 
ß^^ und rechts kommt auch ß* vor, welches man Termöge der eben 
angedeuteten Gleichung für ß^ wieder durch die niedrigeren Potenzen 
Ton ß ausdruckt. Nochmalige Multiplikation mit ß und nachherige 
Substitution von ß* führt dann weiter zur Kenntniss von ß^^ und in- 
dem man so fortschreitet, kann man ß^ inr t y> n — 2 auf folgende 
Weise darstellen: 

17) /^ = ro,o + 71,0 + ^2,0«' + .... + r,,oa^ 
+ Tom/» + T,,,aß^ + ... + Tt-,^,a^'ß 



MuHipIizirt man dies mit aa^, so erhält man ein partikuläres Integral 
unserer Differenzengleichung und man leitet hieraus das allgemeine In- 
tegral ab, indem man an die Stellen von 

acc^ , acc'ß , acflß^ , .... 
d. i. wilttübrliehen Funktionen 

treten lässt, so ergiebt sich das allgemeine Integral: 



/ 
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18) y,,t = 2o,oyo(x) + r,,o(* + 1) + r,.o9Po(« + 2) 

+ ro,iyi(a') + 2i,t'iPi(» + l) + ••• + 2V_,,,go,(x + r— 1) 

+ ro.iViC») 4- ..• + r,_,.jqp,(»+t— 2) 



+ r«_,+,,,_9),_,(a;+f— « + 1), 
Um die wiUkQhrlichen Funktionen zu bestimmen nehmen wir der 
Reihe nach 1=0,1,2,...» — 1, wodurch /$' in 1 ,/?,/?*, 
... /}*~' übergebt. Mit No. 17) verglichen, folgt daraus, dass den 
Fällen t=s0,l,2,...i»— ^1 die oacbstefaenden Gleichungen 
entsprechen : 

^0,0 = 1 » ^1,0= 0, J2,o==" 0, .... 

^0,i = ö » ^J,l = 1 > ^2*1 = , .... 

. ^0 , t ^ 0- ' ^1 > 2 =^ ^ * ^2*2^ ^ ' • • • • 

etc. 

• • • 

und wenn man jetzt diese Substitutionen in der Gleicbuog 18) vor- 
nimmt, so ergeben sich der Reihe nach die Formeln 

wodurch die mit 9 bezeicbneten wilikührlichen Funktionen ihre Be- 
stinpuBlung ftnden« Es ist dann nach No. 18) 

+ .^P,2*4f,2 + •• "Ir ^<--^*2V«+<— 2*2 
• • — f • • 

das allgcfmeine Integral der Differenzengleichung 16). Die Integrations- 
methode, welche wir hier ftuseinandergesete^: hal):^n, kann zwar auf 
d0n Namen eim^r aUgemeinea ArisproMii miK^dn: (vQf^i|fi|{0spt«t^ , dass 
die Differenzengleichung konstante ((.o^fiOsionti^n h^V^ un4 dm j ersten 
Grad nicht übersteigt), . doch däi:fen - wir piebt Terhehlen, dass die- 
selbe mit einer wahrhaft ermüdenden, WeitUiuQfki^it. i^iefjypwiMn sein 
kann , indem die Bestimmung d^r, mit J bezivchneten Funktionen der 
Coefiizienteii nur durob suoce&si.vß. E^j^iipation «jtso nicht in4ep«a4ffit 
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geschiebt, was die Wahrnehmung ihres Bildattgsgesetzes meistens 
sehr erschwerte Dagegen bietet die besprochene Methode den Vor- 
theil, dass man wenigstens die Form des gesuchten Integrales erilhrt 
und man kann sich dies io so fern zu Nutze mactien, als es in man- 
chen Fällen nicht so schwer ist, in der im voraus aufgestellten allge- 
meinen Form die Grössen T ritckwirts durdi einen dem besonderen 
Falle angepassten Kunstgriff zu bestimmen. 



BilTerenBensleicbuiftsen mit mehreren Imabbänsisen 

Variablen* 

Sowie eine Differenzengleichimg mit zwei unabhängigen Verän- 
derlichen ah die Rekursionsformel angesehen werden kann, welche 
zwischen den Gliedern einer Doppelreihe statt findet, so lassen sich 
Differenzengleichungen mit drei , vier und mehreren Variablen als Be- 
Ziehungen zwischen den Gliedern von Reihen mit drei-, vier- und 
überhaupt mehrfachem Eingänge auCfassenl Im Allgemeinen ist die 
Integration solcher Gleichungen ein im hohen Grade verwickeltes Ge 
schäft und man kann es daher als ein Glück ansehen, dass sie nur 
sehr selten vorkommen. Dts Verfahren selbst ist im Ganzen dasselbe 
wie bei den Differenzengleichungen mit. zwei Veränderlichen, nur dass 
es hier der Natur der Sache nach noch weitläufigere Rechnungen er- 
fordert wie dort. Man bestimmt nämlich die unbekannte Funktion 
yx,t,u dreier Veränderlichen dadurch, dass man successiv aus y4j,ö,ü 
erst y«,o^i > a/«,o,2 * ••• y«,.o,H ableitet und darauf *,i,«,y«,2,« , 
... yx,t,u der Reihe nach entwickelt. Dieselbe Methode ist auch auf 
eine grössere Anzah} von Variablen anwendbar. Nur in dem einen 
Falle, wo die Differenzengleichung konstante Coeffizienten besitzt, kann 
man sich eines Verfahrens bedienen, welches dem im vorigen Para- 
graphen benutzten völlig analog ist und dies wollen wir noch an ei- 
nem einfachen Beispiele zeigen. 

Die gegebene PiQerenzengleichung mit drei Veränderlichen sei: 
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= 

so nehme man yx,t,u == acr^ß^y^, wo a , a , ß , y noch unbe- 
stimmte Konstanten sind; man findet jetzt durch Substitution, dass 
die gegebene Differenzengleichung in die folgende zwischen a , ß , y 
statt habende Bedingungsgleichung übergeht; 

A -{- Ba + Caß -\- Daßy\ 

4- B'ß + C'ay I = ^ 

+ By+C*ßy • / 

aus welcher man für y den Wertb 

A + Ba -{- B'ß -^ Caß 

y - B** + Oql + C'ß J^ Daß 

erhält. Es ist daher, wenn dies in yx,t,u '^ aa^ß^y^ eingeführt 
wird, der Ausdruck 

*^/ A + Ba + B'ß + CaßY 
y..uu ^aaß^\^- ^,_^ c*a + C-ß+ Daß) 

ein Integral unserer Differenzengleichung nnd zwar ein partikuläres, 
weil keine willkührliche Funktion darin vorkommt. Giebt man / die 
Form 

<7 4- — + — + — 
_ _ __L« ß ^ o ^ß 

^^ + 1 + 7+^ 

so erkennt man leicht, dass sich /* unter folgender Gestalt darstellen 
lässt : 

+ etc. 



/ 
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wo die mit U bezeichneten Coeffizienten nur von den gegebenen kon- 
stanten Grössen A , B , B' , B^' , C , C , C" , D und von u ab- 
hängig sind« Unser partikuläres Integral nimmt jetzt die folgende 
Form an: 

+ etc. 
Multiplizirt man mit a herüber und lässt jetzt an die Stelle von 

eine willkührliche Funktion von x und t treten, so geht unser pai^- 
tikuläres Integral in das allgemeine Integral über nämlich 

yx,t,u=UQ,o9Cx,t) + f/i, 0^(^ — 1.0 + Ü2,o9)(a?— 2,0 + ... 

+ U^,i9(^>t—1) + ü|,i<)P(rr— l,r— 1) 4. ... 

+ f^e.2<p(x,t—2) + ... 
+ etc. 

Setzt man in dem Werthe von ß* speziell u = 0, so wird /?• = 1 
i}nd mithin 

U9.2 = ^7^,2 ... = 
etc. 

und wenn man dies für die obige Gleichung benutzt , indem man 
auch dort u = setzt, so wird 

d. h. es findet die willkührliche Funktion q> ihre Bestimmung. Man 
kann demnach dem allgemeinen Integrale auch die nachstehende Form 
ertheilen : 

4- etc. 



\ 



\ 
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Zur YervoUstfiDdiguDg dieser Auflösung würd« noch gehönsi, dass 
man die Werthe der mit U bezeichneten Coeffiäenten durcb Ä , B , 
V , B'* , C , C* , C* , D vaA ü ausgedräekt entwickelte; dies 
würde jedoch zu einem äusserst- weitläufigen Calcül führen, wenn 
nicht mehrere der genannten Coeffizienten = sind. Auch hier be- 
steht demnach der Vortheil, welcher die Methode darbietet, haupt- 
sächlidi nur darin, dass sie die Form des Integrales kennen lehrt und 
es wiederholt sich daher die Bemerkung, welche wir schon am Ende 
des vorigen Paragraphen gemacht haben. 



IiiterarliistorisclEes« 



APas erfite Werk, in welchem eine systematisdie Darlegung der 
DtSereüMngleicbung versucht wird, ist: Metkodus inerementorum dt- 
recta et inversa, auctore Brook Taylor, Londini 1718, dessen 
Studium nur leider durch die unbequeme Bezeichnung etwas er- 
schwert wird. Eine wichtige Erweiterung erhielten jene Anfänge bald 
nachher durch die Schrift: Methodus differentialis, sive tractatus de 
summatione et interpolatione serierum infinitantm, auctore Jac. 
Stirling, Londini 1730, welche reich an Untersuchungen über die 
Summirnng, Interpolation und Transformation der Reihen ist. Hier 
kommt u. A. die hafbconvergente Reihe für {(1.2.3..»p) zum ersten 
Male vor nnd die betreffende Formel führt auch jetzt gewöhnlich noch 
den Namen ihres Urhebers. Neuere Darstellungen der Differenzen- 
rechnung sind die von Buler in seiner Differenzialrechnung , Ton Bas- 
$mt in der EneydopMie methodtque (Artikel differences finies)^ von 
Lacroix im dritten Theile seines Traiti du calcul diffirentiel et du 
cakul iniegral, Par. 1819 (Motto: Tantum series junctura^ue poltet ; 
Borat.) y von Sehwetns in seiner der combinatorlscheu Schule angehö- 
renden Theorie der Dijfierenzen und Differenziale, Heidelberg 1825 
und vo^ Ckttinger in seinem Dtfferenzial- und Differenzen -Caloul; 
Mainz 1831. Was die einzelnen Lehren der direkten und indirekten 
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DifTerenzenrechnung anbetrifll, so haben wir der Reihe nach folgen- 
des zu erwähnen: 

Der Gedanke, die Formel f(X'\-$h) = f(s) + s^Jf(x) 
+ $2^ fix) + etc. in eine andere umzusetzen, welche nicht mehr 
Differenzen,' sondern Differenzialquotienten enthält, gehört Taylor an, 
seine Ausführung aber blieb bisher immer mangelhaft, weil man auf 
den Rest der Reihe keine Rücksicht nahm; die in §. 6. gegebene 
Darstellung vermeidet diesen Fehler auf die von /. Caque in Liou- 
ville's Journal de Mathematiques Octohre 1845 pag. 379 angegeben 
nen Weise. 

Die symbolischen Formeln, welche wir für die höheren Differen- 
zen der Funktionen einer oder mehrerer Variablen mitgetheilt haben 
sind Schöpfungen Ton Lagrange und Laplace, worüber man die Me- 
moires de VAcademie de Berlin 1772 und die Theorie analytique des 
probabilites Livre L Capp. i. und II. nachsehen kann; der letzte 
grosse Analytiker hat dergleichen Fonaeln auch für die Summen auf- 
gestellt, z. B. 

worin überhaupt Dx"^ für 1 udjh zu rechnen ist; diese und ahn- 



,ß, 





liehe Formeln sind aber nichts weniger als allgemein richtig, denn 
schon der einfachste Fall n = 1 führt im Allgemeinen auf halbcon- 
vergente Reihen, die man ohne gehörige Restbestimmung (wovon in 
Laplace's Formeln keine Rede ist) keiner bestimmten Funktion gleich 
setzen darf. 

lieber den Rest der von Mae Laurin herrührenden Formel 12 
in §. 11. sind zuerst von Poisson einige scharfsinnige. Untersuchun- 
gen angestellt worden (Mimoires de Vacademe de$ seiendes YoL IV. 
pag. 571), weitere Betrachtungen finden sich darüber in CreWs 
Journal für Mathematik zuerst von Jacohi (Bd. 12« S. 20 ^ de usu 
legitimo formulae sfimmatoriae Maclaüriniae) . und nachher von 
Malmsten (Bd. 35. S. 55 , sur la formule hu'x = ^ti» — -^A^tf « + etc.) ; 
der letzteren sind wir gefolgt, da sie ihren Gegenstand erschöpft. 



'n. 
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Die schönen Formeln zur Verwandlung der endlichen Integrale 
in einfache bestimmte Integrale §§. 14, 15. und 16 im zweiten Theilc) 
verdankt man dem genialen Abel {Oeuvres completes de Abel, tome IL 
No. VII); dass die Coeßizienten, welche in jenen Formeln vorkom- 
men (S. 173) so nahe mit den Fakultätencoeffizienten verwandt sind, 
scheint dem Verfasser entgangen zu sein. 

lieber die etwas weitläufige Lehre von der Integration der Dif- 
ferenzengleichungen findet man die tiefsten Untersuchungen bei La^ 
place {Memoires presentes tome VI et VII, Memoires de Vacademie 
des Sciences 1773 und theorie analytique des probabilües) zu deren 
Studium das vorliegende Werk als Vorbereitung dienen möge. 
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